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ESTUDIO DE METODOS DE OPTIMIZACION ROBUSTA PARA EL PROBLEMA
DE PLANIFICACION DE PRODUCCION EN MINERIA A CIELO ABIERTO

En el presente trabajo consideramos un problema de planificaciéon de produccién
en mineria a cielo abierto. Usando el modelo de blogues, consistente en discretizar el
yacimiento minero en paralelepipedos regulares o blogues, el problema consiste en de-
cidir qué bloques de la mina extraer y cudles procesar, teniendo por objetivo maximizar
el beneficio total de la explotacion. Esta operacion considera una capacidad limitada de
extraccion y procesamiento, y se realiza en un tnico periodo de tiempo, e.g. un afio.

Esta tesis aborda este problema cuando la cantidad de mineral, o /ey, de los bloques
estd sujeta a incertidumbre. Bajo este escenario el problema es altamente riesgoso, pues
los costos de operacién son elevados y la explotacion sélo se puede realizar una tnica vez.
Para enfrentar esto proponemos varios modelos de optimizacion bajo incertidumbre.

Proponemos primero dos enfoques de optimizacion aversa al riesgo, los modelos de
minimizacién de VaR y minimizacién de CVaR. Presentamos también un enfoque de op-
timizacion robusta, el modelo MCH, y demostramos que tiene propiedades tedricas de-
seables de aversion al riesgo. Inspirados en esto, proponemos el modelo MCH-¢, una
variacion del modelo MCH. Y finalmente, consideramos una variante con recourse para
cada modelo, consistente en incorporar un paradigma multi-etapa a las decisiones de ex-
plotacion.

Para representar la variabilidad de las leyes asumimos tinicamente la disponibilidad de
un generador de muestras iid para el vector de leyes. Esto permite aproximar los modelos
de VaR, CVaR y MCH-e¢ usando la técnica Sample Average Approximation (SAA). De-
mostramos que tedricamente estos problemas aproximados convergen al problema es-
tocdstico verdadero. Sin embargo, resultados de geometria discreta sugieren que esta con-
vergencia es muy lenta.

Finalmente, presentamos experimentos computacionales en una mina de tamafo re-
ducido basada en datos reales. Los resultados obtenidos con la implementacién usada
permiten descartar el uso del modelo de VaR, y en contraste los modelos CVaR, MCH
y MCH-¢ muestran un manejo de riesgo controlable y coherente. Por otro lado, estima-
ciones estadisticas del gap de optimalidad evidencian una lenta velocidad de convergencia
de las aproximaciones SAA. También, se constata que el uso de las variantes con recourse
producen un aumento notable de los beneficios.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes

La mineria es sin duda una de las actividades econdmicas mas importantes en Chile.
Segin datos de la Comision Chilena del Cobre, al aino 2007 la mineria representaba en
Chile aproximadamente el 7,3 % del PIB, el 65 % de las exportaciones y el 33 % de la in-
version extranjera. Mdas aun, en el escenario global Chile es uno de los principales actores
de la mineria. Seguin datos de la fuente anterior, al afio 2007 Chile era el principal produc-
tor de cobre, nitratos, yodo y litio, poseyendo mds de un tercio de las reservas mundiales
de estos minerales.

La industria minera se puede clasificar en términos del tipo de excavacién que realiza.
Se divide asi en dos grandes categorias: mineria a cielo abierto o de rajo abierto si las
labores se realizan por sobre la superficie terrestre, y mineria subterrdnea si se realizan
por debajo de la superficie. Si bien a nivel global es menos frecuente encontrar opera-
ciones mineras de cielo abierto, Chile es uno de los paises donde mads se realiza este tipo
de mineria.

En términos de gestion y operacion, la mineria a cielo abierto propone una gran y
compleja tarea. Particularmente, la fase de pre-factibilidad y factibilidad de este tipo de
proyectos mineros involucra una amplia gama de problemas. Una familia importante de
estos es la que se dedica a determinar el valor de la mina en el corto, mediano y largo plazo,
para lo cual se debe realizar, entre otras tareas, una proyeccion de como se explotara el
yacimiento minero.

El modelo mas usual del que se sirven las planificaciones de produccion en mineria a
cielo abierto es el modelo de bloques, €l que consiste en discretizar el yacimiento minero
en paralelepipedos, o bloques, del mismo tamafo. A cada bloque se le asignan varios
valores representando las propiedades del macizo rocoso que contiene, por ejemplo ubi-
cacion geografica, estimaciones de la cantidad de mineral que contiene, o ley, densidad
del contenido, etcétera. El modelo de bloques considera ademds que debe haber un se-
cuenciamiento para la extraccién de los bloques. Este establece que un bloque a mayor
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1.2. Literatura y estado del arte CAPITULO 1. Introduccién

profundidad puede ser extraido solamente después de haber extraido los bloques ubicados
directamente sobre €1, y también las paredes de la mina deben respetar una maxima pen-
diente para evitar derrumbes. Estas restricciones sobre el secuenciamiento de extraccion
se incorporan al modelo de bloques mediante las restricciones de precedencia para los
bloques.

En el contexto de proyeccion de la operacion minera, dos problemas que generalmente
hacen uso del modelo de bloques son el ultimate pit problem, cuya traduccion literal es
“problema del foso final”, y el production scheduling problem, o “problema de secuenci-
amiento de produccién”. El primer problema se realiza para valorizar una mina, determi-
nando qué sectores del yacimiento pueden llegar a ser explotados durante el ciclo de vida
de la mina. El segundo problema busca, dado un nimero preestablecido de periodos de
tiempo, determinar qué sectores serdn explotados durante qué periodo de tiempo. Estos
dos problemas se hacen teniendo como objetivo maximizar el valor total de la operacion
minera. Y naturalmente, existen en la literatura y en la practica una gran cantidad de
variaciones y simplificaciones de dichos modelos.

Una caracteristica de estos problemas es que los yacimientos mineros generalmente
son de gran tamafio, por ejemplo una mina grande normalmente posee entre 3 y 10
millones de bloques. También, para que la explotacion de ésta sea rentable se debe con-
siderar un ciclo de vida largo, usualmente mas de 20 afios. Esto se traduce en que muchas
veces el problema de optimizacioén a resolver posea un tamafio excesivamente grande,
incluso para minas medianas, haciéndolo finalmente computacionalmente intratable si es
que no se recurren a métodos ad-hoc para resolverlo.

Otra complicacién que aflora en estos problemas es la falta de confiabilidad de los
parametros con que se hacen las proyecciones de produccion. Una fuente de incertidum-
bre es la duracion de la explotacidon, que por su gran extension hace dificil pronosticar
confiablemente parametros altamente relevantes como costos de operacion y precios de
los minerales. Otro pardmetro que padece de imprecision es la cantidad de mineral, o ley,
que cada bloque posee. Esto es fruto de que la exploracién del yacimiento, que determina
en particular la cantidad de mineral en €l, se realiza usando sondajes que poseen un eleva-
do costo. Como resultado se debe hacer un numero muy limitado de sondajes, con los que
se determina las propiedades de algunos sectores de la mina, y para los sectores inexplo-
rados sus propiedades se estiman con técnicas geo-estadisticas basadas en los sondajes.

En suma, los altos costos involucrados en la operaciéon minera, los errores asociados a
las mediciones y estimaciones, y el hecho de que la extraccion del yacimiento rocoso se
realiza una sola vez, hacen que finalmente toda planificacion de produccién posea un alto
riesgo asociado.

1.2. Literatura y estado del arte

En el contexto de mineria a cielo abierto, los problemas ultimate pit problem y pro-
duction scheduling problem son los que han recibido mas atencién en el ultimo par de
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décadas. En cuanto al primero, si bien usualmente se aborda usando el algoritmo de Ler-
chs & Grossman, las maneras mads eficientes para afrontarlo provienen de reformular el
problema como uno de flujo méximo y usar alguno de los algoritmos mads eficientes —
e.g. Push-Relabel- para resolverlo (ver [UT98] y [HCOO]). Y en el caso del segundo
problema, production scheduling problem, generalmente se formula como un problema
de optimizacion lineal entera y es tratado usando herramientas del drea, por ejemplo
strong branching (ver [CHO3|) y strengthened formulations (ver [BBFF10]). Esfuerzos
recientes para tratar este problema de manera eficiente consideran el trabajo de Bienstock
et al. [BZ10], y el de Chicoisne et al. [CEG™09]], donde proponen una metodologia ad-hoc
para el caso en que existe una tnica restriccion de capacidad.

El problema de incertidumbre en planificacion minera ha recibido gran atencion en
la ultima década. De la mano de simulaciones para el contenido mineral del yacimiento
minero, llamadas conditional simulations (ver [ELO6]), se ha mostrado que la incertidum-
bre en los parametros del problema puede llevar a grandes pérdidas. Trabajos como el de
Leite et al. [LDO7] han propuesto maximizar el valor esperado del Valor Presente Ne-
to (VPN) de la operacion, y en cambio trabajos como el de Vielma et al. [VEMO09]] han
propuesto un enfoque averso al riesgo usando chance constraints, o restricciones en prob-
abilidad. Este tltima publicacién da un panorama general més detallado de los esfuerzos
en esta linea en los ultimos afos.

En el campo de optimizacion bajo incertidumbre existen primordialmente dos grandes
enfoques de modelamiento. Uno de ellos, frecuentemente referida como optimizacion es-
tocdstica, consiste en asumir que el pardmetro incierto posee una distribucion estocdéstica,
de la cual se conoce su distribucion o se tiene acceso a un generador de muestras de él.
Con esto se pueden incluir en el problema de optimizacion restricciones probabilisticas,
por ejemplo restricciones en probabilidad, en esperanza, o incluso con momentos de orden
mayor. El otro enfoque de modelamiento, el de optimizacion robusta, no asume ninguna
naturaleza estocdstica para el pardmetro incierto, si no que simplemente se remite a opti-
mizar en la peor realizacion posible del pardmetro dentro de algin rango predeterminado.
Los siguientes parrafos se dedican a ahondar en los detalles de estas dos formas de abordar
la optimizacion sujeta a incertidumbre.

En el caso de restricciones en probabilidad, o chance constraints, el estudio de éstas
se inici6 con el trabajo seminal de Charnes et al. [CCS58]. Si bien han sido extensamente
estudiadas desde entonces, dificultades como no convexidad de la region factible y la difi-
cultad para integrar con precision en altas dimensiones resultaron en que no se produjeran
avances importantes en varias décadas. Sin embargo, el florecimiento de la optimizacion
computacional ha producido que desde hace algo mas de una década se empezaran a notar
avances importantes en el tratamiento de este tipo de problemas, de la mano de aproxima-
ciones convexas 0 aproximaciones en base a muestras. Para una revision general de esta
area, especialmente de la aproximacion en base a muestras, llamada usualmente sample
average approximation (SAA), recomendamos ver [PAS09]. Contribuciones importantes
recientes en este dmbito se centran en el tratamiento computacional de estos problemas,
via descomposiciones ad-hoc (ver [LAN10] y [LuelOl]) o via asegurar, en probabilidad, la
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satisfaccion de la restriccidn en probabilidad (ver [CG10]).

En el caso de optimizacion con restricciones en valor esperado, usualmente referido
simplemente como stochastic programming, ésta comparte un desarrollo muy similar al
de las chance constraints; es decir, si bien este enfoque fue planteado hace varias décadas,
s6lo los recientes avances en computacion y optimizacién computacional han permitido
un desarrollo significativo. Especial mencion merece el enfoque sample average approxi-
mation para estos problemas, es decir, el tratamiento de estos problemas haciendo uso de
una muestra del pardmetro incierto, con lo que el problema aproximado se puede ver como
un estimador del problema original. Resultados cruciales en esta linea son, por ejemplo,
[DW8S]] que asegura la consistencia del estimador en un contexto general y [KSHAMO02]|
que garantiza convergencia del estimador a velocidad exponencial. Para una revision am-
plia de esta aproximacion sugerimos referirse a [LSWO06].

Un enfoque relacionado al de optimizacion estocastica es el de optimizacion aversa
al riesgo, pues generalmente asume que el pardmetro sigue alguna distribucion estocésti-
ca. Como su nombre sugiere, esta teoria busca dar un tratamiento averso al riesgo a la
funcidén de utilidad bajo estocacidad de un modelo. Trabajos tempranos en esta linea in-
volucraron optimizar una combinacioén de esperanza y varianza de la funcién de utilidad
(ver [Mar52]]). Mas recientemente, enfoques para distribuciones de utilidad asimétricas
han ganado alta popularidad, como Value-at-Risk (VaR) primero, y ultimamente, con
fuerza adn creciente, Conditional Value-at-Risk (CVaR) (ver [RUOO]). Para la masifi-
cacion de este ultimo modelo han sido determinantes la tratabilidad de su optimizacién
(ver [RUO2]), también que —a diferencia del VaR— sea una medida de riesgo coherente
en el sentido de Artzner et al. [ADEH99]], y ademés que sea la componente fundamental
de las medidas de riesgo de distorsion (ver [BBQ9]), también conocidas como medidas
de riesgo espectrales. No obstante, la optimizacion de CVaR haciendo uso de su aprox-
imacion SAA —sin duda uno de los enfoques de optimizacion aversa al riesgo que ha
gozado de mayor popularidad— ha mostrado ser inestable si es que no se toma en cuenta
la velocidad de convergencia de la aproximacion, ver e.g. [LSV11]. Recomendamos el
reciente libro [SDR09] como una referencia exhaustiva y unificadora para las teorias de
optimizacidn estocdstica y optimizacion aversa al riesgo.

El enfoque de optimizacion robusta, mencionado anteriormente como una de las dos
vertientes principales en la optimizacién bajo incertidumbre, se caracteriza por ni siquiera
asumir una naturaleza estocastica para el pardmetro incierto, y en vez simplemente es-
pecificar un conjunto de robustez para el pardmetro y luego optimizar para la peor re-
alizacion posible de éste en el conjunto. El primer atisbo de esta metodologia se debe
a Soyster [Soy73|], quien argumentaba que, en optimizacién lineal continua, optimizar
para el peor caso en un intervalo cerrado posee la ventaja de poder formularse como un
problema lineal. Naturalmente optimizar para el peor caso posible probablemente resulte
excesivamente conservador, afectando finalmente de sobremanera el valor objetivo del
problema. Por ello se han propuesto conjuntos de robustez menos conservadores, siendo
ejemplos importantes los conjuntos de robustez elipsoidales —asociados a la norma L*—,
ver e.g. [BTNOO], o los asociados a un simplex generalizado —asociados a la norma L!—
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, ver [BSO4]. Este dltimo ha gozado de gran popularidad dltimamente, principalmente
porque es un modelo sencillo y tratable, y también porque es rico en propiedades al ser
aplicado a otras areas, por ejemplo a optimizacion en redes [BSO3l], o a problemas clasicos
del area de management sciences (ver [BTO6I).

En optimizacidn sujeta a incertidumbre en general existe un recurso con enorme po-
tencial, que es permitir que algunas variables de decision se ajusten a las realizaciones del
parametro incierto. Esto es, permitir que algunas decisiones se tomen solamente después
de que el parametro aleatorio haya “revelado” su verdadero valor. Si bien este concep-
to introduce gran versatilidad en el problema de optimizacidn, posee el defecto de que
generalmente el problema resultante es intratable computacionalmente. En vista de esto
generalmente se propone usar simplificaciones, por ejemplo que las variables de segunda
etapa sean lineales en el parametro incierto. En [BTGGNO4]] y [BTNOS] se muestran en
general las caracteristicas de este recurso en el contexto de optimizacion robusta.

Por dltimo, resulta interesante que existen resultados que relacionan estrechamente
optimizacidn estocdstica, optimizacion aversa al riesgo y optimizacion robusta. Por ejem-
plo [BB09] y [NPSO9] ven como un modelo de optimizacion robusta se puede plantear
como uno de optimizacion bajo riesgo, y viceversa. Y [CSSO7] muestra como un proble-
ma de optimizacidn estocdstica se puede aproximar tratablemente usando un enfoque de
optimizacién robusta.

1.3. Sobre esta tesis

En la presente tesis nos hacemos cargo del riesgo que presupone realizar planifica-
ciones mineras en base a pardmetros que estin sujetos a incertidumbre. En particular, nos
concentramos en el caso en que solamente la ley de mineral no se conoce con certeza.
Elegimos trabajar bajo un enfoque de aversion al riesgo, pues, como se argumento antes,
el problema a tratar se caracteriza por ser de gran tamafo, poseer un horizonte de plan-
ificacién extenso, tener costos operativos altos y la explotacion sélo se puede realizar
una vez, con lo que el problema es altamente riesgoso. En contraste, los trabajos que se
han dedicado a estudiar la incertidumbre en el problema de planificacién minera general-
mente han usado un enfoque de maximizacion de valor esperado, €l cual es un tratamiento
eminentemente neutro al riesgo. Los objetivos generales de este trabajo son, primero, es-
tudiar los principales enfoques de optimizacion bajo incertidumbre, segundo, aplicarlos
al problema de planificaciéon minera, y finalmente, evaluar el desempefio y resultados de
los enfoques propuestos.

La presente tesis estd organizada de la siguiente manera. En el Capitulo 2] presentamos
el problema de planificacién minera sin incertidumbre. Luego introducimos un esquema
para la incertidumbre y mostramos los enfoques que proponemos para tratarla en el prob-
lema de planificacion. A saber, los enfoques estudiados son minimizacién de Conditional
Value-at-Risk, un modelo de optimizacion robusta propuesto, que llamamos Modulat-
ed Convex Hull, y minimizacion de Value-at-Risk. También presentamos la contraparte
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con recourse de estos modelos. En el Capitulo [3] exponemos los resultados pertinentes
a la aproximacién Sample Average Approximation, la cual usamos para hacer los enfo-
ques robustos tratables. Estos resultados consideran consistencia de la aproximacion y
validacion estadistica de soluciones. En el Capitulo 4| mostramos los resultados computa-
cionales obtenidos con los modelos propuestos. El andlisis de estos resultados considera
el estudio de los planes entregados por los distintos enfoques y el estudio numérico de la
convergencia de la aproximacién SAA. Finalmente, en el Capitulo [5| se dan las conclu-
siones de nuestro trabajo y se proponen futuras lineas de investigacion.



Capitulo 2

Descripcion del Problema

2.1. Problema determinista basico

En esta seccion introducimos el problema de planificacion bésico y sin incertidumbre
sobre el cual trabajaremos. Esta planificacion se realizard sobre un tnico periodo de tiem-
po, es decir, consideramos que toda la explotacién se produce durante una tinica unidad de
tiempo, e.g. un afio. Consideramos esta simplificacion pues el fin dltimo de este trabajo es
evaluar el desempeiio de los distintos modelos aversos al riesgo para tratar la incertidum-
bre en los objetivos del problema; luego, en vista de que trabajar con varios periodos de
tiempo hace crecer notablemente el nimero de variables y restricciones del problema,
preferimos evitar complicaciones que no son estrictamente necesarias. Esta idea es re-
forzada por el hecho de que el modelo simplificado que usaremos ya es en si mismo un
modelo de gran tamaiio, que requiere de técnicas de optimizacién ad-hoc para ser aplicado
a minas a cielo abierto reales. También asumimos que la planificacion considera explotar
un so6lo mineral, y que existe una eleccion de proceso, i.e. todo bloque extraido puede ser
o no procesado, lo cual es decidido por el tomador de decisiones.

Consideramos un yacimiento para mineria a cielo abierto, ain no explotado, del cual
tenemos su modelo de bloques. Denotamos por B al conjunto de bloques de la mina, y
P C B x B al conjunto de restricciones de precedencia, esto es, (a, b) € P ssi para extraer
el bloque a antes debe extraerse el bloque .

Cada bloque b € B tiene 1) un costo de extraccién de v; > 0 unidades monetarias
(UM), 2) un costo de procesamiento de v; > 0 UM, 3) una ley de mineral —que asumimos
conocida— de p, > 0 unidades de mineral, y 4) un beneficio de w, > 0 UM por unidad de
mineral. Asi, por ejemplo, si un bloque b es extraido y procesado se percibe una ganancia
econdmica de —vf + (wpp, — vl) UM, y si un bloque es extraido solamente entonces se
percibe una ganancia de —uvy.

Todo plan de explotacién debe cumplir las restricciones de precedencia de extraccion
establecidas por el conjunto de precedencias P C B x B. También, un bloque puede ser
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2.1. Problema determinista bédsico CAPITULO 2. Descripcion del Problema

procesado solamente si antes es extraido. Y ademds, se debe respetar las capacidades de
planta disponibles: cada bloque b consume c; > 0 unidades de produccién (UP) para ser
extraido y existe un total de C'* > 0 UP disponibles para la extraccidn; andlogamente,
cada bloque b consume ¢, > 0 UP para su procesamiento, del cual existe un total de
C? > (0 UP para procesamiento disponibles. Naturalmente, asumimos que la capacidad
de planta es limitada, estoes, >, zcf > C°y >,z > CP.

Las variables de decision del problema son las que denotan si un bloque es extraido o
no, y si es procesado o no. Para cada bloque b € B la decision de su extraccion esta dada
por

e

{1 si el bloque b es extraido,
ZL’b —

0 siel bloque b no es extraido,

y la decision de procesamiento por

» {1 si el bloque b es procesado,
xb -

0 siel bloque b no es procesado.

Con esto el costo asociado a la explotacién del bloque b es de —vix§ + (wpp — vy )y, UM.

Asi, el problema de planificacion minera bésico, con eleccién de proceso y en un tinico
periodo, es
maX ) pep [—viay + (wypy — vy)ay]
sa. xt <uaf V(a,b) € P
ry < xf Vb e B
Y beB cg:):]gg < Ce
D ben Ty < CF
xg, xy € {0,1} Vb € B.

En lo sucesivo denominamos a este problema como el problema nominal dada una ley
B
p € RE.

2.1

Para alivianar la notacién en las futuras secciones, preferimos usar notacién matricial
y definir ademas el conjunto de planes factibles como

(z¢,2P) € {0,1}5 + 2¢ < g V(a,b) € P
P < x¢€

X = ) ot < O (2.2)
(cP)taP < CP
donde z°¢ := (xf)pep, ©¥ = (2} )pen, ¢ = (¢§)ren ¥ ¢ = (¢)ves. Adicionalmente

definimos el vector de leyes conjuntas p := (py)ses, 10s vectores de costos v° := (v )pen ¥
vP := (v} )pes, y 1a matriz de beneficios por procesamiento W? € R5*F tal que W?, = wy,
sia = by 0 sino. Dado un plan (z¢, z”) y unaley p € Rf, definimos también la funcion
de beneficio asociada como

(2, 2, p) == —(v°)" 2 + (WPp — vP)*" 2P. (2.3)
8



2.2. Enfoques de optimizacion bajo riesgo CAPITULO 2. Descripcion del Problema

Asf, dado un vector de leyes p € RS el problema nominal (21)) asociado es equivalente

max II(z°, 2P, p)
s.aa. (z¢2P) € X.
Hacemos notar que el pardmetro p, que en las futuras secciones consideraremos que
estd sujeto a incertidumbre, sélo afecta la funcidn objetivo del problema.

Cabe destacar que en muchos modelos mineros la decisién de procesar o no un bloque
se hace seglin una regla preestablecida, e.g. que un bloque b se procesa ssi p, > pg, para
algin valor p, predefinido, o se procesa ssi p, > %, i.e. ssi el beneficio por explotacion
—v§ + (wppp — v} ) es positivo. Una ventaja que esto presenta es que se puede determinar a
priori qué bloques serdn procesados si es que son extraidos, con lo que redefiniendo varios
parametros del problema se pueden usar solamente |B| variables de decision para resolver
el problema.

En efecto, definamos B” C B como el conjunto de bloques que serdn procesados si
es que son extraidos, que son determinados por alguna regla preestablecida, por ejemplo
todos los bloques b € B tales que p, > % Definamos para todo bloque b € B”
up = —vf + (wpp — V) y & =l y para todo b € B\B sea u;, := —vf y @ := 0. Se
tiene que el problema nominal (2.1)) se puede aproximar por

max u'x
s.a. T, <y V(a,b) € P
() < C° (2.4)
(eP)rx < CP
z € {0,1}5.

Pese a la ventaja obvia de disminuir a la mitad el niimero de variables de decisidn, es
facil construir ejemplos en que la aproximacion anterior es sub-Optima para el problema
(2.1). Esto atn si la regla para el procesamiento sea que un bloque b es procesado al ser

vl‘:‘—i-vf

extraido ssi p > 2—%.
Wy

Otra ventaja del problema nominal (2.1]) por sobre su aproximacion (2.4) es que, co-
mo veremos en las secciones posteriores, en el contexto con incertidumbre podremos
usar la variable de extracciéon ¢ como una variable de primera etapa y la variable de
procesamiento ¥ como una de segunda etapa o de recourse. Veremos que este recurso
permitira obtener beneficios considerables.

En lo sucesivo nos concentramos en el problema de planificaciéon con eleccién de
proceso (2.1)).

2.2. Enfoques de optimizacion bajo riesgo

En lo sucesivo asumimos que no se conoce con exactitud el valor del vector de leyes
conjuntas p € RE. Nos interesa estudiar la incertidumbre que esto introduce en el prob-
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2.2. Enfoques de optimizacion bajo riesgo CAPITULO 2. Descripcion del Problema

lema nominal (2.1I)). Como se mencioné en el Capitulo [I] en la practica los altos costos
de operacion y la propiedad de ser un problema “de una tnica oportunidad”, pues la ex-
plotacion puede ser realizada s6lo una vez, hacen que el riesgo asociado a la incertidumbre
sea considerable.

Nuestra hipétesis clave en este ambito es que asumimos que el vector de leyes p sigue
alguna distribucion estocdstica, que no necesariamente conocemos, soportada en un con-
junto = compacto, que también no necesariamente conocemos, y que sin embargo ten-
emos acceso a un generador de muestras iid de este pardmetro. Decimos que una mues-
tra pt, p?, ..., p~ del vector aleatorio p es iid ssi todos los vectores p’ poseen la misma
distribucién de probabilidad y ademds cada p' es distribuido independientemente de los
demads vectores de la muestra.

La principal ventaja de esta hipdtesis es que permite separar el andlisis del efecto de la
incertidumbre sobre el problema de planificacién (2.1)), del andlisis de cémo se obtienen
la distribucion de probabilidad del vector de leyes p. Esto es conveniente pues no sélo
asumir que el vector p sigue alguna de las distribuciones de probabilidad usuales es una
hipétesis fuerte, si no que ademds determinar la distribucion de probabilidad de p es en
si mismo un problema complejo y, segun se infiere del trabajo de Vielma et al. [VEMOQ9],
lejos de estar cerrado. Finalmente, pero no menos importante, otra ventaja de asumir que
se tiene una muestra iid de p es que en la actualidad existen técnicas geo-estadisticas
hechas precisamente para obtener una muestra de este estilo para las leyes de mineral de
los bloques (ver [ELO6] y [VEMOO]).

2.2.1. Modelo de minimizacion de VaR

El primer modelo que consideramos es el modelo de minimizacion de Value-at-Risk
(VaR). Como se verd en esta sub-seccion, el gran atractivo de este enfoque averso al
riesgo es que su motivacion es altamente intuitiva. También veremos que este modelo
equivale a uno de optimizacién estocastica con restricciones en probabilidad. Si bien en
trabajos anteriores, por ejemplo en [VEMOQ9], ya se ha estudiado la aplicaciéon de esta
técnica a problemas de planificaciéon minera, este estudio no ha sido exhaustivo pues no
ha considerado detalles importantes, como convergencia de la aproximacion del problema
o el efectivo tratamiento del riesgo en la planificacion. En virtud de esto elegimos trabajar
con este modelo, con la intencién de completar los andlisis hechos en trabajos previos.

Primeramente definimos el VaR de una variable aleatoria (v.a.) de pérdidas. Diremos
en lo sucesivo que una v.a. real L es de pérdidas si preferimos los valores menores de
ella por sobre los valores altos. Por ejemplo, L puede representar el monto de una pérdida
monetaria en una apuesta. Asimismo, una v.a. real G es de beneficios si —G es una v.a. de
pérdidas.

Dada una v.a. de pérdidas L : (2, F,P) — R y un escalar € € [0, 1), que llamaremos
nivel de riesgo, se define el Value-at-Risk con nivel de riesgo € de L como

VaR. (L) :=min{z € R : P(L<2z2)>1—¢}, (2.5)
10



2.2. Enfoques de optimizacion bajo riesgo CAPITULO 2. Descripcion del Problema

donde la probabilidad es con respecto al espacio de probabilidad (€2, F,P). Notar que
equivalentemente

VaR (L) =min{z € R : P(—L+ 2 <0) <e€}.

En palabras simples, VaR.(L) es el percentil 100(1 — ¢) % de L. La intuicién gruesa
detrds de este concepto es que con probabilidad 1 — e —alta si € se escoge pequefio, como
es usual- las pérdidas de L no excederan el valor VaR.(L). Otra interpretacion gruesa es
que VaR, (L) es la peor —i.e. la mayor— posible pérdida de L cuando ignoramos sus 100¢ %
peores pérdidas. De esto es claro que el VaR es un cuantificador o medidor del riesgo de
una v.a. de pérdidas, lo cual motiva su uso en nuestro problema de planificacién minera
bajo incertidumbre.

En una sub-seccién posterior, formalizaremos la idea de medida de riesgo e
introduciremos la nocién de medida de riesgo coherente de Artzner et al. [ADEH99],
que establece propiedades basicas que una medida de riesgo “razonable” deberia cumplir.
Ahi veremos que VaR no es una medida de riesgo coherente, pues para algunas v.a. de
pérdidas L', L? independientes se tiene

VaR, (L' + L?) > VaR (L") + VaR.(L?);

es decir, VaR considera que a veces diversificar en acciones independientes entre si es
estrictamente mas riesgoso que no diversificar, lo cual atenta contra la intuicion bésica
de riesgo. Pese a esta debilidad tedrica del VaR como medida de riesgo, consideramos de
todas maneras valido probar su desempefio practico en nuestro problema de planificacion
minera.

Consideramos ahora un plan de extraccién y procesamiento (¢, z*) € X cualquiera,
donde el conjunto de planes factibles X es como se definié en (2.2]). Como el vector de
leyes p es una v.a. entonces el beneficio I1((z¢, z?), p) del plan (z¢, 2?) es también una
v.a. Luego, mirando —II((x¢, %), p) como una v.a. de pérdidas y eligiendo un nivel de
riesgo € € [0,1), el valor VaR, [—II((z®, P), p)] es una cuantificacién o valorizacion del
riesgo del plan (z¢, z?). Naturalmente es deseable que el riesgo de nuestro plan (z¢, z?)
sea el menor posible. Eligiendo entonces un nivel de riesgo ¢ € [0,1), el modelo de
minimizacion de VaR es

min  VaR, [-II((x% 2P),p)] s.a. (2% 2P) € X. (2.6)

x€,xP

Recordando la definicién (2.5) de VaR podemos reformular el problema de mini-
mizacion de VaR de la siguiente manera equivalente:

min z
saa. P(II((z%2P),p) +2<0) <e
(z¢,2P) € X, z€R.

En palabras, la solucidon de este problema nos da un plan que tiene el mejor —el mas bajo—
percentil 100(1 — €) % de pérdidas.
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2.2. Enfoques de optimizacion bajo riesgo CAPITULO 2. Descripcion del Problema

Sin embargo, este problema de optimizacién adolece de varios inconveniencias. Primer-
amente, no es realista asumir que se conoce la distribucién de de p, con lo que no se
puede calcular a exactitud la probabilidad conjunta P (TI((x¢, 2), p) + 2z < 0) en el vec-
tor aleatorio p. Més atin, aun sabiendo la distribucion de p el célculo exacto de dicha
probabilidad involucra integracion en varias dimensiones, lo cual puede ser impracticable
de incorporar en una restriccion de un problema de optimizacién. Otra dificultad no menor
es que, ain conociendo con exactitud la distribucién de p, el problema (2.6)) puede no ser
convexo, pues el conjunto

{(2%27,2) e R®P x RP x R : P(I((z°,2"),p) + 2 < 0) < €}
puede ser no convexo.

Para sortear al mismo tiempo todas estas dificultades hacemos uso de la técnica Sam-
ple Average Approximation, que consiste en aproximar la restriccion de probabilidad us-
ando una muestra iid del parametro incierto. Esto es, asumimos que tenemos una muestra
iid p!, ..., p~ de p y utilizamos la aproximacién

P(I(a, %), ) 42 < 0) & =3 oy (T((,a?), ) + 2)
k=1

donde para I C R, 1;(z) es la funcién indicatriz de I:
1 sizel
II(ZL') = { X
0 sino.

La ventaja de realizar esta aproximacion es que el conjunto

N
1
{(:ce,:cp,z) c R xR xR® N Z 1(—oo0) (IL((z€,27), p*) + 2) < e}
k=1

si es convexo, y también se puede reformular linealmente como

{ (z¢,2P,2) : 3¢ € {0,1}"N tal que TI(x® 2P, pF) + 2+ (GMF >0 k=1,...,N }
Zgzl Gk < |eN]

donde M* k =1,..., N, son pardmetros “gran-M” suficientemente grandes, e.g.

k._ ‘ ‘ AN e _
M -—i:rg{joy?fNrgggcﬂ(x,p) minIl(z,p*)  Vk=1,....N.

Hemos obtenido asi la aproximacion SAA del problema de minimizacién de VaR, dada

una muestra iid p', . . ., p» de p y un nivel de riesgo € € [0, 1):
min z
sa. II(z¢ 2P, p*) + 2 + G M* > 0 k=1,...,N
i G < [eN] 27
¢ ef{o,1}"

(z¢,2P) € X, z€eR.
12



2.2. Enfoques de optimizacion bajo riesgo CAPITULO 2. Descripcion del Problema

El plan (2%, 2P*) solucién de este problema serd un candidato a solucién ptima del prob-
lema “verdadero” (2.6); i.e. serd un plan candidato a minimizar el VaR con nivel de riesgo
e del beneficio de la explotacion minera.

Destacamos que la aproximacion SAA es un problema lineal, con variables bi-
narias y continuas, y convexo. No obstante, esta formulacién con pardmetros gran-M es
sumamente ineficiente desde un punto de vista computacional. Esto es, usar una formu-
lacion como ésta causa que, al tratar de resolver una instancia de este problema con un
solver computacional tipico de Branch & Bound & Cut, e.g. CPLEX, sepamos a priori que
con alta probabilidad la resolucion computacional demorard una gran cantidad de tiempo,
que posiblemente exceda con creces un tiempo de computo razonable. El argumento que
explica esto es clasico del drea de programacion entera, y es que la relajacion lineal del
conjunto factible de la formulacién puede ser, debido a los parametros M*, muy
poco ajustada a la envoltura convexa del conjunto factible de (2.7).

Contraparte con recourse

Consideramos ahora un ligero cambio de paradigma en el planteamiento del problema
de optimizacion. Explotamos el hecho de que no conocemos a priori el verdadero vector
de leyes p y nos preguntamos si podemos postergar alguna decision para después de que
se haya “revelado” la verdadera ley p. La eleccion natural es tomar la eleccion del plan de
extraccion ¢ como una variable a decidir “aqui y ahora”, i.e. sin esperar a que se revelen
las verdaderas leyes p, y tomar la eleccion de qué bloques procesar, x”, como una variable
ajustable o de recourse que se ajusta a la realizacion final de p. Esta nomenclatura es
propia del drea de optimizacion robusta (ver [BITGGNO4]). Sin embargo esta idea viene
originalmente de optimizacidn estocdstica multi-etapa, donde la terminologia seria que la
decision z¢ es una variable de primera etapa y la decision x? de segunda etapa.

Para introducir el problema de planificacién minera con recourse supongamos mo-
mentaneamente que efectivamente una vez que elegimos el plan de extraccidon x¢ se rev-
ela la verdadera ley p, y podemos tomar la decision de recourse x”. Bajo este esquema el
problema de optimizar el beneficio de la explotacion es:

méxze —(v)fa®+ Q(z¢, p)
saa. x¢ < af V(a,b) € P
(Ce)txe S Be
z¢ € {0,1}8

(2.8)

donde
Q(z¢, p) = méxy (WPp—vP)ta?
s.a. P < x°
(cP)taP < BP
2 € {0, 1}5.

Notar que si p es determinista, i.e. se conoce de antemano el verdadero valor de las leyes,
entonces este problema es equivalente al problema (2.1).
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Si este esquema para la realizacion de p fuera realista entonces obtendriamos que la
decision 6ptima x” es en realidad una funcién del espacio de todas las posibles leyes,
al espacio de todos los planes de procesamiento factibles. No obstante, asumimos al inicio
de esta seccidn que no necesariamente conoceriamos la distribucion de p, y en vez sélo
tendriamos acceso a un generador de muestras iid de p. Con esto el enfoque anterior seria
impracticable.

Una opcidn posible es modelar el problema bajo riesgo como

maxze —(v)ta® +E[Q(z¢, p)]
sa. zg <z V(a,b) € P
(Ce)t:ﬂe S Be
z¢ € {0,1}8

y resolver este problema estocdstico usando una aproximacion SAA, i.e. aproximarlo us-
ando una muestra i1d de p. Sin embargo habiamos establecido que el tratamiento adecuado
para el problema de planificacion bajo incertidumbre debia ser averso al riesgo, y mini-
mizar esperanza es, por excelencia, un enfoque neutro al riesgo.

Lo que proponemos es aplicar este esquema, de usar variables con recourse, a los
modelos aversos al riesgo que usamos en este trabajo. Para introducir el modelo de mini-
mizacién de VaR con recourse, y también con el fin de alivianar la formulacién, definimos
primero la funcién de beneficio con recourse IT1# como

R (2¢, p) = —(v®)'2® + max (WPp—oP)iaP
s.a. P < z°
(cP)taP < BP
2P € {0,1}%

(2.9)

y también definimos el conjunto X ¥ de planes (inicamente) de extraccién factibles como:

¢ €{0,1}% : ¢ <af V(a,b) € P
e ;z{ {0.1} (ce)txeb< Be (a,9) } (2.10)

Dado un nivel de riesgo € € [0, 1), el problema de minimizacion de VaR con recourse

€S
minge =z
sa. P(If(z%p) +2<0) <e (2.11)
e XE  zeR.

Como en el caso del problema de minimizacion de VaR sin recourse, en este prob-
lema también tenemos dificultades con la integraciéon multidimensional que requiere la
restriccion en probabilidad, y también esta restriccion puede hacer que el problema no sea
convexo. Adicionalmente, es un problema cémo se tratard la variable con recourse z”, que

'Recordamos al lector que asumimos que el pardmetro p estd soportado en el conjunto =
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en optimalidad, como se menciond antes, no es un dnico vector, si no que es una funcién
sobre el espacio = de todas las posibles realizaciones de p.

Nuevamente, como en el problema de minimizacién de VaR sin recourse, sorteamos al
mismo tiempo todas estas dificultades para el problema (2.11]) haciendo uso de su aprox-
imacién SAA. Esto es, tomamos una muestra iid p', . .., p» de p y aproximamos la prob-
abilidad por la probabilidad frecuentista en la muestra. Es decir, usamos en el problema

(2.11) 1a aproximacion
N
R e ~ R/ e k
P (IT"(2%, p) + 2 < 0) =~ N kgl 1_oo) (IT%(2, %) + 2) .

No es dificil verificar que la siguiente es una formulacion lineal para la aproximacion SAA
del problema de minimizacion de VaR con recourse:

min z

sa. I(x aP* pf) + 2+ GMF >0 k=1,...,N
chvzl Ck < LGNJ (2 12)
¢€{0,1}" '
(z¢,2PF) € X k=1,...,N
z€eR

donde I y X son del modelo sin recourse, i.e. como se definieron en (2.3)) y (2.2)) respec-
tivamente.

Hacemos notar que la unica diferencia entre las aproximaciones SAA para los proble-
mas de VaR con y sin recourse es que, en el caso con recourse, tenemos una decision de
procesamiento, z**, por cada escenario p*. Esto estd en perfecta sintonia con la afirma-
cién que hicimos antes, de que en el modelo con recourse la variable con recourse 6ptima
es en realidad una funcién de todas las realizaciones del parametro incierto. En efecto,
en el caso de la aproximacion SAA lo que estamos haciendo es reducir el espacio para
p desde su verdadero soporte = a la muestra {p',. .., p"'}; luego la decision 6ptima del
problema aproximado es una funcién de la muestra {p!, ..., p"} al espacio de los planes
de procesamiento factibles, i.e. es un plan zP* por cada escenario p*

2.2.2. Modelo de minimizacion de CVaR

El segundo modelo que consideramos en nuestro estudio es el de minimizacion de
Conditional Value-at-Risk (CVaR). Veremos que el CVaR es una medida de riesgo inspi-
rada en el VaR, cuya finalidad es cuantificar el riesgo de una v.a. de pérdidas. Sin embargo,
a diferencia del VaR, el CVaR poseera varias propiedades tedricas deseables en una me-
dida de riesgo, y mds aun, serd la componente fundamental de la familia de medidas de
riesgo de distorsion. El modelo de minimizacién de CVaR que propondremos en esta
sub-seccidn, veremos, consiste en elegir el plan que minimice el CVaR de las pérdidas.
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Primeramente, definamos el CVaR de una v.a. de pérdidaﬂ Consideramos un espacio
de probabilidad (€2, 7, P) y una v.a. de pérdidas L sobre dicho espacio. Sea e € (0, 1], y
supongamos momentaneamente que L no tiene dtomos de probabilidad, i.e. P(L = p) =
0 para todo p € R. En este caso, el CVaR con nivel de riesgo € de L se define como

CVaR,(L) := E[L|L > VaR.(L)], (2.13)

donde, recordemos, el VaR con nivel de riesgo € de L es VaR (L) := min{z : P(L <
z) > 1 — €}. Notar que si € = 1 entonces CVaR (L) = E(L).

Dijimos en §2.2.1|que, de manera gruesa, VaR.(L) es el peor —el mds alto— valor que
puede tener L cuando desechamos sus 100e % peores pérdidas. Luego, intuitivamente,
CVaR, (L) es el promedio de las 100¢ % peores —mayores— pérdidas posibles de L.

Rockafellar et al. [RUOO] muestran que, para distribuciones sin dtomos, el CVaR de
una posicion L se puede obtener minimizando una funcién real, convexa y continuamente
diferenciable, lo cual es una ventaja considerable para poder optimizar el CVaR de una
variable afecta a riesgo. Para conservar esta propiedad al pasar a distribuciones generales,
posteriormente en [RUO2|] también Rockafellar et al. generalizan la definicion de CVaR
de la siguiente manera: dada una v.a. de pérdidas L : (2, F,P) - Ry e € (0, 1], se define
el CVaR con nivel de riesgo € de L como

CVaR.(L) := (1 — —) VaR.(L) + — CVaR’ (L), (2.14)
€ €
donde ¢~ := P (L > VaR (L)) y CVaR} (L) := E[L|L > VaR.(L)]. Se verifica f4cil-
mente que si L no tiene dtomos entonces esta definicion es equivalente a la definicion
(2.13). Ademas, también se mantiene que CVaR (L) = E(L) sie = 1.

El resultado principal de [RUO2]], como se insinué antes, es que en cualquier caso —
para v.a. de pérdidas con o sin atomos— el CVaR con nivel de riesgo € de una v.a. L se
puede escribir como

, 1 .

CVaR.(L) = min |t + - [(L-8)7]], (2.15)

donde at := aly,>0) para todo o € R. En ese trabajo se muestra que el lado derecho de

es convexo y continuamente diferenciable en ¢, lo cual es una ventaja considerable

si se desea optimizar el CVaR de las pérdidas. Esto es, supongamos que L depende con-

tinuamente en una decisién x € X y es medible en un pardmetro incierto w € €2, i.e. L =

L(z,w) es de Carathéodory. Si L es convexa en z entonces ¢ + 1E [(L(z,w) —t)*] es
convexa en (x,t) y se tiene

min CVaR, (L(z,w)) = min {t + 1IE‘; [(L(z,w) —t)7] } .

rzeX zeX,teR €

2Recordamos que L : (€, F,P) — R es una v.a. de pérdidas si preferimos sus valores bajos por sobre
los altos.
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Para mas detalles referimos al lector a [RUOZ2], y para un enfoque alternativo para llegar a
la misma conclusién recomendamos [SDRQ9, §6.2.4].

Si bien de lo expuesto se vislumbra claramente cudl serd el modelo de minimizacién de
CVaR que aplicaremos a nuestro problema de planificacion minera, preferimos introducir
previamente las nociones basicas de teoria de riesgo. Esto no sélo servira para ahondar en
las buenas propiedades tedricas que posee el CVaR —las cuales carece el VaR— si no que
ademads nos ser4 util para discutir las propiedades del modelo MCH, el cual presentaremos
posteriormente en La teoria de riesgo que sigue corresponde a la iniciada por el
trabajo de Artzner et al. [ADEH99], y la idea fundamental es cuantificar el riesgo de un
costo que esta sujeto a variabilidad.

Introduccion a teoria de riesgo

Consideremos un espacio de probabilidad (2, F,P). Sea Z C L>*(Q2, F,P) un con-
junto de v.a. de pérdidas.

Definicion 2.2.1. Sea una funcion i : Z — R, consideremos las siguientes propiedades
para i, para todo X,Y € Z:

1. Monotonia: Si X <Y, esto es X(w) < Y (w) para todo w € (), entonces pu(X) <
u(Y).

2. Equivarianza a traslacion: Si ¢ € R entonces p(X —c) = p(X) — c
Diremos que |1 es medida de riesgo si satisface 1.y 2.

3. Convexidad: Si X € [0,1] entonces f(AX + (1 = N)Y) < Au(X) + (1 — Np(Y).
4. Homogeneidad positiva: Si X\ > 0, entonces p(AX) = A\u(X).
Se dird que | es medida de riesgo coherente si cumple 1.—4.
5. Comonotonia: Si X e Y son comonoténicas, i.e. (X (w) — X (w')) (YV(w) — Y (&) >
0 para todo w,w’ € Q, entonces (X +Y) = u(X) + p(Y).
6. Ley-invarianza: Si X e Y tienen la misma distribucion bajo P entonces (X) =
u(Y).

Por tiltimo, se dird que |1 es medida de riesgo de distorsion, o espectral, si satisface 1.—6.

Para ;1 medida de riesgo y X v.a. de pérdidas, u(X) puede interpretarse como la
minima recompensa, o disminucién de pérdidas, necesaria para hacer “aceptable” a X.
Por convencién, diremos que X es “aceptable” si u(X) < 0. Asi, para una medida de
riesgo la monotonia nos asegura que si entre dos posiciones riesgosas la primera, digamos,
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provee consistentemente menores pérdidas que la segunda, entonces la primera es menos
riesgosa. Asimismo, la interpretacion a equivarianza a traslacioén es que si disminuimos
nuestras pérdidas en una cantidad ¢ garantizada, entonces nuestra recompensa por riesgo
debe disminuir en la misma cantidad.

Una medida de riesgo coherente corresponde a una medida de riesgo con una estruc-
tura particular para lidiar con la diversificacion de riesgo. Fundamentalmente, convexidad
exige que diversificar posiciones nunca aumentard el riesgo. Adicionalmente, homogenei-
dad positiva exige que el riesgo escale linealmente con el tamafio de la posiciéon. Hacemos
notar también que, cuando se tiene homogeneidad positiva, convexidad equivale a suba-
ditividad:

(X +Y) < pu(X) 4+ pu(Y) paratodo X, Y € Z.

Las medidas de riesgo coherentes proveen ventajas adicionales en optimizacion. Primer-
amente, debido a la propiedad de convexidad, optimizar el riesgo de una posicién usando
una medida de riesgo coherente no es un impedimento para que el problema sea convexo.
Y segundo, existe una conexion con optimizacion robusta, pues una medida de riesgo es
coherente si y s6lo si puede ser expresada como el peor valor esperado sobre una familia
de distribuciones, como muestra el siguiente resultado:

Teorema 2.2.2 (Teorema de representacion de medidas de riesgo coherentes). Una fun-
cion |1 : Z — R es una medida de riesgo coherente ssi existe una familia Q de medidas
de probabilidad sobre (), F) satisfaciendo

» Q << PparatodoQ € Q, i.e. Q(A) = 0paratodo A € F tal que P(A) = 0; y
» para todo Q € Q ytodo X € Z se tiene

w(X) = sup Eq [X],
QeQ

donde Eq es la esperanza segiin la medida de probabilidad Q.

Para una demostracion detallada de este resultado referimos al lector a la demostracion
del Teorema 6.4 de [SDRQ9] y la discusién que le sigue.

Para el caso de medidas de riesgo de distorsion, la propiedad de comonotonia exige
que si dos posiciones “‘se mueven juntas” entonces diversificar no disminuye el riesgo
conjunto. En otras palabras, cuando se tiene convexidad, comonotonia exige que el ries-
go conjunto de dos posiciones riesgosas que se mueven juntas sea el mayor posible. La
propiedad de ley-invarianza, por su parte, es una propiedad bdsica para poder estimar
consistentemente la medida de riesgo de una posicion a partir de datos. Para ver esto, con-
sideremos X e Y con la misma distribucion y ;¢ medida de riesgo no ley-invariante tal que
p(X) # p(Y'); consideremos también muestras iid {X; }i—1, vy {Yi}iz1 v de X e Y,
respectivamente, y un estimador 7iy : RY — R de i que s6lo depende de la distribucién
de la muestra. Al hacer N — oo se tiene que las muestras son asintéticamente idénticas y
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entonces limy jin (X1, ..., Xy) = limy in (Y3, ..., Yy); sin embargo, u(X) # w(Y), y
entonces al menos alguno de los dos estimadores debe ser incorrecto asintéticamente.

A continuacién damos algunos ejemplos de distintos tipos de medidas de riesgo:

= Value-at-Risk: el VaR con nivel de riesgo ¢ € [0, 1], VaR.(L) = min{z € R :
P(L < z) > 1—¢€} es una medida de riesgo, sin embargo no satisface subaditividad
—y entonces convexidad tampoco—, por lo que no es una medida de riesgo coherente.

= Momentos uni-laterales: las medidas de riesgo
tra(L) = E[X] + ac, (L),
donder > 1, € [0,1] y

1/r

or (L) := [E((L = E[L)*)]",
son medidas de riesgo coherentes (ver [BB09).

= Conditional Value-at-Risk: no es dificil verificar que el CVaR con nivel de riesgo
e € (0,1], CVaR.(L) := mineg [t + LE(L — t)*], es una medida de riesgo de
distorsion.

Para una lista extensa de distintas medidas de riesgo referimos al lector a [SDRQ9, §6.3.2].

Por altimo, mostramos el siguiente resultado que establece que, en espacios de proba-
bilidad discretos y equiprobables, toda medida de riesgo de distorsion es una combinacion
lineal convexa de medidas de riesgo CVaR.

Teorema 2.2.3. Sea (2, P, Px) un espacio de probabilidad finito y equiprobable, i.e. ) n
{wh, ... ,wN}, P es el conjunto de las partes de Q1 y Py({w'}) = 1/N para todo i.
Se tiene que | medida de riesgo es medida de riesgo de distorsion ssi existe funcion
v :[0,1] — [0, 1] satisfaciendo fal:O vida) =1y

u(X) = / CVaR,(X)v(da).

Para la demostracion de este resultado remitimos al lector a la demostracion del Lema
4.1 de [BB0Y]. Este resultado es valido también para distribuciones sin &tomos en espacios
de probabilidad generales, para lo cual referimos al lector también a la demostracién del
lema ya citado de la referencia anterior. Asi, en estos casos podemos decir que CVaR es
la componente fundamental de las medidas de riesgo de distorsion.

En nuestro caso, donde asumimos que s6lo tenemos una muestra iid del pardmetro
incierto p, es de especial relevancia el caso de espacio de probabilidad discreto equiproba-
ble. Esto, pues nuestro foco es aproximar el espacio de probabilidad “real” de p haciendo
uso de un sample iid de p, y estimar en este espacio la medida de riesgo de distorsién
a estudiar. Hacemos notar que esto es exactamente lo que se hizo para el caso de mini-
mizacion de VaR, y es el enfoque natural a seguir en el modelo de minimizacion de CVaR,
que presentamos en la siguiente sub-seccion.
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Modelo sin recourse

Sea (z¢,2P) € X un plan de extraccién y procesamiento factible. Asumiendo que el
vector de leyes conjuntas p —el parametro incierto— pertenece a un espacio de probabilidad
(=, F,P), se tiene que —II((x°, aP), p) es una v.a. de pérdidas. Dado un nivel de riesgo
e € (0, 1], es una cuantificacion del riesgo del plan (z°, 2P)

CVaR, [-II((z% 2P), p)] = Itrélﬂg {t + %E[—H((Ie, zP), p) — t]+} .

El modelo que proponemos es escoger el plan que minimice el riesgo cuantificado con el
CVaR.

Formalmente, dado un nivel de riesgo € € (0, 1], el modelo de minimizacion de CVaR
es
min  CVaR, [—II((z% 2?),p)] sa. ze€X. (2.16)

Se verifica facilmente que I1((z¢, z?), p) es lineal, y entonces convexa, en (z¢, a2P), y
también que es lineal afin en p, con lo que II es Carathéodory si la o-dlgebra asociada
a p es boreliana. Luego, como se dijo en el inicio de esta sub-seccién, la funcién ¢ +
LE[—II((z%, aP), p) — t]* es convexa en (z°,2?,t). Concluimos que si F, la o-dlgebra
asociada a p, es borealiana entonces se tiene la siguiente formulacion equivalente para el
problema (2.16)):

1
min ¢+ ~E[-TI((2° 2P),p) —t]" sa z€X,tcR. (2.17)
€

z,t

No obstante, como sucedi6 en el modelo de minimizacion de VaR en esta
formulacién requiere el calculo de una esperanza, la cual involucra integrar en varias di-
mensiones. Adicionalmente, dijimos en que era irreal en nuestro problema asumir
conocida la distribucién conjunta del vector de leyes p € Rﬁ, lo cual es un escollo ex-
tra para el cdlculo de la esperanza en (2.17). Para abordar este problema nuevamente
recurrimos a la aproximaciéon SAA de este problema. Esto es, tomamos una muestra iid
pt, ..., p"N de py aproximamos

E [—II((2¢, 2P), p) — t]" =~ %Z (x¢, aP) p)—t}Jr

Asi, la aproximacion SAA del modelo de minimizacion de CVaR es

N
1
min  t+-— Y [-T((2%a),p") —t]" sa zeX, teR, (2.18)
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donde p, ..., pY es una muestra iid de p. M4s atin, este problema se puede reformular
como un problema lineal a variables binarias y continuas de la siguiente manera:

min t+$22vzlé’“

sa. ¢F>—TII((z¢,2P),p*) -t Vk=1,...,N
¢F>0 Vk=1,...,N
(z¢,2P) € X, t € R.

(2.19)

En sintesis, el modelo presentado busca escoger un plan averso al riesgo al elegir el
plan que minimiza su CVaR, una medida de riesgo con numerosas propiedades tedricas.
El problema “verdadero” no es tratable pues requiere el calculo de una esperanza
usando una distribucion que resulta poco realista asumir conocida. Por ello, nos remitimos
a aproximar el problema verdadero usando la aproximacion SAA (2.18), el cual requiere
conocer solamente una muestra iid del pardmetro incierto p. A continuacién adaptamos
este modelo al cambio de paradigma presentado en en el cual asumimos que la
decision z? es una variable de segunda etapa.

Contraparte con recourse

Buscamos ahora aplicar el modelo de minimizacion de CVaR al esquema de decision
multi-etapa presentado en Bajo este paradigma alternativo asumimos que debemos
elegir “aqui y ahora” la decision z¢ de qué bloques extraer, posteriormente, después de
realizarse la extraccidon, podemos ver cudl era la verdadera ley p de los bloques, y sélo
entonces debemos decidir qué bloques procesar. Asi, la decision x¢ es una variable de
primera etapa o “aqui y ahora”, y la decision z” es una variable de segunda etapa o de
recourse.

Para incorporar esta regla de decisién a nuestro modelo basta redefinir apropiadamente
la funcién de beneficio II, haciendo que la decision 2” dependa de la decision de extrac-
cién x¢ y la ley p. Esto ya fue hecho en donde, recordemos, se defini6 el beneficio
con recourse 117 en (2.9) como

TR (z°, p) := —(v%)'a® + méxe (WPp — vP)'a?
s.a. P < x°
(cP)taP < BP
2 € {0, 15,

Usaremos a continuacion también la notacion (2.10) para el conjunto de planes de extrac-
cion factibles:

YR ._ z¢ € {0,1}58 ¢ 2¢ <af V(a,b) € P
T Ce)txe S Be :

Dado un nivel de riesgo ¢ € (0, 1], el modelo de minimizacion de CVaR con recourse
es
min  CVaR, [-II"(z%, p)] sa 2°€ X", (2.20)
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Enla Propiedad en del siguiente capitulo, mostraremos que —IT7(-, p) se puede
extender convexamente desde {0, 1}5 a [0, 1]%, y ademds esta extension es Carathéodory
si la o-algebra asociada a p es borealiana. Asumiendo esto ultimo, el cual es un supuesto
razonable, podemos reformular equivalentemente este problema como

1
min ¢+ -E[-11%(z¢,p) —1]" sa 2°e XE teR. (2.21)
€

Nuevamente, la esperanza en la formulacion anterior presenta una dificultad mayor
en su tratabilidad. Usamos de nuevo entonces el método de aproximacion Sample Aver-
age Approximation para sortear este problema: tomamos una muestra iid p', ..., p" del
vector de leyes p y aproximamos la esperanza por el promedio dentro de la muestra. La
aproximacion SAA del modelo de minimizacion de CVaR con recourse queda

[—T%(af, p") — ] sa. a*e X teR. (2.22)

8 E
IE

i
@)
==
WE

k=1

Se verifica facilmente que este problema se puede reformular linealmente como

min t+ ﬁ Zi\;l ¢k

sa. (P> —Tl(z¢,aP* pf) -t Vk=1,...,N
k>0 Vk=1,....N (2.23)
(z¢,2PF) € X Vk=1,...,N
teR,

donde X y II son las versiones sin recourse del conjunto de planes factibles y benefi-
cio, respectivamente. Remarcamos finalmente que este procedimiento es absolutamente
andlogo al hecho para el caso del modelo de VaR con recourse de §2.2.1]

2.2.3. Modelos MCH y MCH-¢

El tercer modelo que consideramos en este trabajo estd inspirado en optimizacion ro-
busta. El modelo Modulated Convex-Hull (MCH) consistird en asumir que el vector de
leyes p se encuentra dentro de un conjunto que se obtendra a partir de una muestra iid. Se
obtendrd una planificacidn aversa al riesgo al tomar el plan que optimice la “peor” pérdida
cuando el vector p se encuentra en este conjunto. Veremos que este enfoque serd equiv-
alente a minimizar una medida de riesgo de distorsion de las pérdidas. Propondremos
ademds una version multi-etapa o con recourse. Asimismo propondremos una version al-
ternativa del modelo MCH, el modelo MCH-¢, que tendra propiedades de convergencia, a
diferencia del modelo MCH.

El enfoque robusto que se propone en este modelo es asumir simplemente que el
pardmetro incierto p pertenece a un conjunto 4 C R%, el cual considerar4 todas las real-
izaciones “razonables” para p. A continuacion, escogemos el plan (z¢*, xP*) que minimice
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la peor realizacion de las pérdidas cuando p € U, esto es, el plan solucién de

min  max —II((x° 2 : 2.24
(ze,zP)EX peU (( ’ )7 p) ( )
En principio, el plan (z°*, 2P*) serd robusto pues para cualquier otro plan existird una
realizacion razonable de p, i.e. p € U, que serd peor que la peor realizacioén del primero.

Acto seguido debemos decidir el conjunto U/ de realizaciones “razonables” para p. Una
opcién posible es tomar I/ = R, sin embargo la solucién de probablemente sea no
hacer nada, ¢ = 2P = 0, una solucion extremadamente conservadora. Otra posibilidad
es tomar la ley p, de cada bloque b € B variando en un intervalo; o es mds, establecer
un “presupuesto de robustez” I € [0, |B|] y especificar que no mas de I" bloques tengan
su peor realizacion en el intervalo. Una tercera opcion es considerar las leyes p que estén
a una distancia euclideana no mayor que, digamos, algin €2 > 0; o mejor ain, usar una
distancia euclideana modulada en varias direcciones, i.e. ||[A™! - || donde A es matriz
simétrica definida positiva. Estos tltimos dos enfoques son los que por su buena tratabili-
dad computacional gozan de mayor popularidad en optimizacidn robusta, para el primero
ver [BS04] y el segundo, [BTNOO]. Sin embargo requieren decidir varios pardmetros que
frecuentemente no son claros de establecer, e.g. el valor de ' o 2.

Al inicio de esta seccion, en establecimos que nuestro modelo de incerteza para
el pardmetro p seria asumir que podriamos obtener una muestra iid de €l tan grande como
queramos. Basados en esto proponemos tomar un conjunto de incerteza basados en una
muestraiid p', . .., pV. Una primera aproximacion serfa tomar I/ como conv({p', ..., p™}),
la envoltura convexa de la muestra. Pero con el fin de tener un control de cuan conservador
serd el plan resultante proponemos modular la envoltura convexa en torno al promedio de
la muestra.

Formalmente, dado ¢ € [0,1] y una muestra iid p',..., p" del vector de leyes p,
definimos

U =Up",...,pN) i==ep+ (1 —¢) conv({p',...,p"}), (2.25)

donde 7 := + ", p". Definimos el modelo Modulated Convex Hull (MCH) con nivel

de riesgo e como
{ ax —IT((2°, 2 . 2.26
Lo max (2%, "), p) (2.26)
Es facil verificar que como II((z¢, 2?),-) es lineal afin para todo (z¢ z”) y U, es
politopo entonces
‘e e .p _ ‘ _ e ) k)
mdx —I1((z%,a%),p) = méx —II((a",2"), o),
donde p*) := ¢ 5+ (1 — €) p*. Notar que {p, ..., p™} contiene a todos los vértices
de U,. Luego, el problema MCH (2.26)) se puede formular como un problema lineal a
variables binarias y continuas como

min (
sa. (> —II((z%,a?),p¥)) Vk=1,...,N (2.27)
(x¢,2P) € X.
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Nos dedicamos ahora a demostrar que este modelo se puede ver como uno de opti-
mizacion aversa al riesgo. Esto es, es equivalente a un problema en el que se minimiza
una medida de riesgo de las pérdidas del plan. Méas aun, esta medida de riesgo serd de dis-
torsion. Usaremos el Teorema 4.2 de [BBOY]] para esta demostracion, y con el fin de hacer
un desarrollo claro de esta idea, a continuacién hacemos un resumen de dicho teorema y
de su contexto.

Conexion con optimizacion aversa al riesgo y optimizacion robusta

Consideremos un espacio de probabilidad (2, P, Py ) finito y equiprobable. Es decir,
QOn = {w!,...,wN}, Pesla o-dlgebra de las partes de Qy, y Py(w = w*) = 1/N para
todo k = 1,..., N.En este contexto, una v.a. X : (Qy,P,Pyx) — R es representable por
un vector r € RY, 2;, = X (w"); una medida de probabilidad Q sobre (Qy,P) se puede
representar por ¢ € AN, ¢ = Q(w = w*), donde

N
AN::{pGRﬁ : Zpkzl}
k=1

es el simplex N-dimensional; y se tiene Eg(X) = ¢'z donde Eg es la esperanza con
respecto a la medida de probabilidad Q. Definimos ademas el simplex N-dimensional

restringido como R
AV:={peAV i p>... >pn},

y para X v.a. representada por z € RY notaremos zpy = (zpp,- .., )" donde xpy >
... = zyy). Por tltimo, asumiremos que toda v.a. sobre (Qn,P,Py) es una v.a. de pérdi-
das.

Por el Teorema sabemos que toda medida de riesgo de distorsion es igual a
una combinacidn lineal convexa de medidas de CVaR. El siguiente teorema establece ese
hecho en el contexto presentado aqui, explotando la estructura particular que otorga el es-
pacio de probabilidad finito equiprobable. Para la demostracion de este teorema remitimos
al lector a [BB09].

Teorema 2.2.4 (Teorema 4.2 de [BB09]). Sea p : L>®(Qn, P,Py) — R una medida de
riesgo. p es medida de riesgo de distorsion ssi existe una medida de probabilidad q € Ay
sobre (Qn, P) tal que para todo X € L>(Qy, P, Py) se tiene

N
uX) = an o
k=1

Mads aiin, cada uno de estos q € Ay se puede escribir de la forma
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donde \ € AN y g+ ¢ AN es la medida de probabilidad asociada a la medida de riesgo
de distorsion CVaR con nivel de riesgo ¢ = k/N, k = 1,..., N. Estos medidas q* son

. {1/k sii=1,... .k

"7 Y0 sii=k+1,....N.

Notar que, en particular, en el espacio L (2, P, Py ) CVaR, /y mide la peor pérdida:

CVaRl/N(X) = ((/J\l)tx[.} =1In = EnéX X(wk),

y CVaR; mide la pérdida esperada:
1 & 1
CVaR,(X) = (@V)'z = — =— ) X(wh).
aR1(X) = (¢) "z N;x[k] N; (w")

Ademas, usando el Teorema y el hecho de que en (Q2y,P,Py) la familia de
medidas que generan CVaR,, parac € (0,1],es Q. := {g € AV : ¢ < %} (ver [BBO9]),
se tiene que la medida ¢ € A" definida como

. 1 sik < |eN|
¢ = NN LeN] sik=[eN|+1 (2.28)
0 si no,

es la medida de probabilidad que genera CVaR.. Esto es, dada X € L>*(Qy,P,Py)
v.a. de pérdidas representada por x € R, se satisface

CVaR.(X) = Y gNap. (2.29)

N
k=1

Notar que cuando ¢ = j/N con j € {1,..., N} se tiene que, por definicién de g%,
7N = ¢/, y entonces también se satisface la igualdad (2.29).

Consideremos nuevamente el espacio finito equiprobable (Qx, P, Py) y tomemos una
v.a. a € R? sobre este espacio de probabilidad, i.e. a : (Qy, P, Py) — R% Por simplici-
dad, notemos a” := a (w*) parak =1,...,Ny A := {a',...,a’}. Queremos usar un
esquema averso al riesgo para hacer que se cumpla la restriccion

2eR? atzgc,

donde ¢ € R es dado, cuando «a sigue la distribucién mencionada.
Consideremos para ello una medida de riesgo de distorsion p : L™ (Qn, P,Py) — R
representada por ¢ € A, Es decir, consideremos la restriccién aversa al riesgo
z€R? : pu(zta—c) <0,
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Se tiene que ésta es equivalente a la restriccidon robusta
z€R?: 2d <c Vd €Il (A),
donde
N
I, ({da',....,d"}) = conv({z Qo : o permutacién}) (2.30)
k=1

es el g-permutahull de A.

En efecto, basta notar que

pla'z—c) = p(z'a)—c
chvﬂ qr (2" @) — ¢
= IHEiXU permutacién Z}i\le QU(k) (Zt a)k} —C

— ‘ N t k
= IMaXs permutacién Ek;l o(k) =" A } —C

. , t N k
= IMaXs permutacién § 2 <Zk:1 Qo(k) @ > } - ¢

= Méxgemn, ) {2'd'} — ¢

donde (2! a), := z' a*, la segunda igualdad viene del Teorema|2.2.4] y la tercera igualdad

viene de que ¢ € AV, La cuarta desigualdad viene de que la funcién objetivo z'a’ es
lineal.

Notemos que un corolario de este sencillo resultado es que, si a € R es un vector
aleatorio sobre ({2, P, Py), entonces el problema de optimizacion aversa al riesgo

; t
min p(z"a)

es equivalente al problema robusto

min max 2'd,

2€Z a’'€lly(A)

donde Z C R es un subconjunto cualquiera.

Volviendo al modelo MCH, queremos aplicar esta coleccion de corolarios del Teorema
2.2.4] a nuestro modelo. La idea fundamental es tomar el espacio de probabilidad finito
equiprobable que induce la muestra iid p', ..., p" de p, y definir una medida de riesgo de
distorsion sobre este espacio.

Proposicion 2.2.5. Sea p', ..., p" una muestra iid del vector de leyes p. Consideremos
(Qn, P, Py) el espacio equiprobable finito que la muestra iid define, es decir Qy =
{p,...,pN}, P es el conjunto de las partes de QU y Py(p = p*) = 1/N para todo
k=1,...,N. Sea también ¢ € [0, 1] un nivel de riesgo.
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1. Definamos . como
pe(L) := € CVaR,(L) + (1 — €) CVaRy/n (L)

para toda v.a. de pérdidas L € L (Qn,P,Py). Se tiene que ji. es una medida de
riesgo de distorsion.

2. El problema (2.26) es equivalente al problema

min e (_H(($e’$p)7p)) )

(ze,zP)EX

donde 1. opera en el espacio L™= (Qy, P, Py).

Demostracion. El punto 1. es directo del Teorema [2.2.4] Para 2. tomemos el conjunto
Xz ={((2%27),() € X xR: —II((2% aP),p) < VpeU}.
Es fécil ver que al tomar p € (Qy, P, Qy) se tiene
Xz = {((2,a7),¢) € X x R : pu. (~T1((a",27), p)) < C}. (2.31)
En efecto, primero notemos que

CVaR, y (—I((z¢, "), p)) = (c°)'z°+ CVaRy n (—(W?p)'aP) + (cP)'a?
= ()t + (e, —(WPp)a?) + ()ar

= maxg—y,. N —I1I ((xea xp)) p) :

Luego,
pe (ZIL((2°,27), p)) = eE[=II((z% a?), p)] + (1 — €) CVaRyy (I ((2°, 2"), p))
= —ell ((xe’ xp)’p) + (1 - E) méXk:l ,,,,, N —II ((xe’ xp)’ pk)
= méxp_r,. v — [€ 1L ((z% 2P),p) + (1 — €) I ((z°,2P), p*)]
= maxg_y, .y —1((z°2P),ep+ (1 —¢) pk)

y entonces son equivalentes

He (_H ((xe’xp)’p)) < C
& mixpey, —I((2%27),p) < ¢
& —II((z¢,27),p) < ¢ VpelU.,

lo que demuestra la igualdad de conjuntos (2.31). Finalmente, se concluye notando que el
problema MCH (2.26)) es equivalente a

min ¢ sa.  ((z¢2"),() € Xy,
y entonces también es equivalente a

i € —1I ea p) .
L (—I((z*, 2"), p))
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Cabe hacer notar que p. es la medida de riesgo coherente sobre L>®(Qy, P, Py)
formada por la familia de medidas de probabilidad Q. := ¢ ¢ + (1 — ¢) AN sobre
(Qn, P,Py), donde g = (1/N,...,1/N) es la medida de probabilidad asociada a
CVaR, (-) sobre L>®(Qy,P,Py). Esto es, si g, es la medida de riesgo coherente in-
ducida por la familia Q. como en el Teorema[2.2.2] entonces 1o, = ..

A modo de sintesis, se tiene que, dada una muestra iid p', . .., p" y un nivel de riesgo
e € [0, 1], el modelo MCH (2.26)) es equivalente al enfoque averso al riesgo

min € E [-II((z¢,2?), p)] + (1 — €) CVaRy y [—II((z%, 27), p)]

s.aa. (z°%2P) € X, (2.32)

donde E y CVaR,,y se toman con respecto al espacio de probabilidad finito y equiproba-
ble inducido por la muestra iid. Destacamos que en este espacio CVaR,y es simplemente
el peor escenario, i.e. para una v.a. de pérdidas L,
CVaR,/y(L) = méx_L(p").
k=1,....N

Asi, en cierto sentido, el modelo MCH consiste en optimizar una combinacién lineal
convexa de la peor pérdida y la pérdida esperada de la mina. En particular, si elegimos
¢ = 0 en el modelo MCH entonces estamos optimizando el peor escenario, que es el
enfoque mas conservador de todos; y si elegimos ¢ = 1 entonces optimizamos la pérdida
esperada, que es el enfoque neutro al riesgo. Luego, la nomenclatura “nivel de riesgo”
para € es coherente, pues efectivamente controla cudn conservadores o aversos al riesgo
queremos realizar la planificacion.

Modelo MCH-¢

Nos detenemos ahora a reflexionar en torno a una posible convergencia, en algtin sen-
tido, de este modelo. En los modelos de minimizacion de VaR y CVaR asumimos que
p seguia una distribucion estocdstica y propusimos un modelo de optimizacion aversa al
riesgo, llamémosle problema verdadero. No obstante, a falta del conocimiento exacto de la
distribucion de p preferimos aproximar el problema verdadero con una muestra iid, obte-
niendo un problema aproximado. Es de esperarse que al aumentar el tamafio de la muestra
¢ésta representard mas fielmente la distribucion estocdstica original, traduciéndose en que
el problema aproximado provea soluciones cada vez mas cercanas, en algun sentido, a las
del problema verdadero. Y en efecto, en el siguiente capitulo veremos que, bajo ciertas
condiciones suaves, en los modelos de minimizacién de VaR y CVaR —en sus versiones
con y sin recourse— el problema aproximado converge al problema verdadero, tanto en
valor objetivo como en solucidn, al hacer crecer el tamafio /N de la muestra.

En contraste, el modelo MCH se basa desde un principio en una muestra de p. En
particular, no existe un problema verdadero y una aproximacion SAA para tal problema.
Si bien la formulacion del modelo MCH nos puede inducir a pensar que estamos
tomando [E y CVaR/y con respecto a un hipotético “verdadero” espacio de probabilidad
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(2, F,P) para p, esto no es correcto porque estas medidas estan definidas sobre el espacio
(Qn, P, Py) definido por la muestra equiprobable de p.

Otra opcidn posible es que el problema verdadero sea el problema (2.32)) con respecto
a la distribucién verdadera de p, y luego tomar su aproximacion SAA con una muestra
iid de tamafio N, obteniendo el problema MCH (2.26). Sin embargo este enfoque seria
sub-Optimo, pues el problema verdadero dependeria desde un inicio de N —pues esta-
mos tomando CVaR;,y—y para tomar su aproximacion SAA tomariamos una muestra de
tamafo V. O en otras palabras, bajo este esquema si no tomamos una muestra de tamafio
N entonces la aproximacion SAA del problema original no seria equivalente al proble-
ma MCH (2.26). Y peor atin, al hacer crecer N, i.e. tomar un tamafo de muestra mayor,
estariamos tomando un problema verdadero distinto pues €ste también depende de V.

Mencionamos anteriormente que el modelo MCH consiste en optimizar, en el espacio
de probabilidad que define la muestra iid, una combinacién lineal convexa de la peor
pérdida y la pérdida esperada de la mina. Luego, es esperable que al hacer crecer el tamafio
N de la muestra tanto la pérdida esperada como la peor pérdida converjan a sus verdaderos
valores. Sin embargo el andlisis de convergencia para un enfoque de este estilo se sale de
la teoria de Sample Average Approximation para optimizacion estocéstica (ver [SDRQ9,
Capitulo 5]), pues esta teoria no considera una metodologia para analizar la convergencia
del mejor peor caso al aumentar el tamafio de la muestra.

La conclusion de esta discusion es que no hay una manera clara de realizar un andlisis
de convergencia para el problema MCH al hacer crecer el tamafio de la muestra. Para
corregir esta situacion proponemos usar adicionalmente en el problema de planificacion
minera bajo riesgo el modelo MCH-¢. Este enfoque se inspira en la equivalencia entre el
modelo MCH y el problema de optimizacion aversa al riesgo (2.32), demostrada
por la Proposicién[2.2.5]

Dado un nivel de riesgo € € (0, 1], definimos el modelo MCH-e como

min € E[-TI((z¢ 2P), p)] + (1 — €) CVaR, [—II((z€, 27), p)]

s.aa. (z¢2P) € X, (2.33)

donde E y CVaR, estan tomados con respecto al espacio de probabilidad (=, F,P) ver-
dadero para p.

Como en el modelo de minimizacion de CVaR, si la o-algebra F para p es boreliana
entonces el problema (2.33)) es equivalente a

min € E[—TI((z¢, 27), p)] + (1 — ¢) (t + %IE [—TI((x¢, 2P), p) — t]+)

saa. (z¢2P) € X, teR. (234

Para poder hacer tratables las esperanzas de este problema aplicamos la técnica SAA
y aproximamos la esperanza usando una muestra iid p*, ..., pY de p. La aproximacion
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SAA del problema MCH-¢ queda

, . . +
min e SO0, [ST((2f,27), )] + (1= ¢) (¢4 & S0 [-T((ae,2), ) — 4] )
saa. (z¢,2P) e X, teR,
(2.35)
0 en una version linealizada,

min e & S [T, 27), )] + (1= ¢) (¢4 & T )
sa. ¢ > —I((z%2P),p") -t Vk=1,...,N (2.36)
CeRY, (2%,2P)e X, teR

El modelo MCH-¢ aventaja al modelo MCH en que el modelo verdadero (2.33)) no de-
pende de N, por lo que es absolutamente razonable preguntarse si su aproximacion SAA
(2.33) convergera al problema verdadero, en algtin sentido, al hacer crecer el tamafio de
muestra /N. Veremos en el siguiente capitulo que, bajo hip6tesis bastante razonables sobre
el espacio de probabilidad (=, F,P) de p, en este modelo y en su variante con recourse
—que veremos a continuacion— hay convergencia, en el sentido que tanto el valor objetivo
como la solucién de la aproximacién SAA convergeran a sus respectivas contrapartes en
el problema verdadero.

Mostramos por tltimo una similitud o analogia adicional entre el modelo MCH vy el
modelo MCH-e.

Proposicion 2.2.6. Consideremos p*, ..., p~ una muestra iid de p y sea (Qy,P,Py) el
espacio finito equiprobable que ésta define. El problema MCH-€ aproximado (2.33) es
equivalente al problema

{ (x —II ((2°, 2" 2.37
Lin - max ((z,2"), p), (2.37)

donde V. .= ep+ (1 —€) Ign({p*...p"}) es un conjunto de robustez para p, y donde
gen ({p*,....p"}) es como en ( - Aqm gV € AN es el vector definido en (2.28), es
una medida de probabilidad sobre (Qy,P), y representa a CVaR, : L (Qy, P, Py) — R
de la manera que establece el Teorema

Demostracion. Por larepresentacion que establece el Teorema|2.2.4] y en particular usando
la igualdad (2.29), se tiene

CVaR, (—(pr)tl'p) = max, permutacién ZI]qV 1 Z]\;N ( (Wp ) )

t
‘ N =N
= maX, permutaciéon ( (Zk 1 qo’(k; )) aP

= mdxpen ., —(W?p )P
donde tomamos CVaR, sobre L>({2y, P, Py). Luego,
CVaR, (—II((z¢, 2F),p)) = (c°)'z°+ CVaR, (—(WPp)iaP) + (cP)'aP
= ()2 + (mdosper,., —(WPp)'a?) + ()'ar
= méxen,,, ~T1((a",27). p)
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con lo que
max,ey, —II((z%, 2P),p) = méxpenéw — [e TI((x¢, 2P),p) + (1 — €) IT ((x¢, 2P), p)]

e [-I1((z%, %), p)] + (1 — ) mdxpen .y —I1((2%,27), p)
eB [=T1((2°, 2), p)] + (1 — €)CVaR [ —TI (%, 27), p)],

]
lo que concluye la demostracion. 0

Contrapartes con recourse

Adaptamos ahora los modelos MCH y MCH-¢ para que incorporen el paradigma
multi-etapa presentado en En él se deben elegir “aqui y ahora” qué bloques ex-
traer; posteriormente, después de realizarse la extraccion, se puede ver cudl era la ver-
dadera ley p de los bloques, y s6lo entonces se debe decidir qué bloques procesar. Como
se hizo antes, para incorporar este modelo de decision a nuestro paradigma basta redefinir
el beneficio II, haciendo que la decision xP dependa de la decisién de extraccion z¢ y la
ley p. Recordamos entonces la definicion de beneficio con recourse

R (2¢, p) := —(v°)'2® + max (WPp—P)iaP
s.a. P < z°
(cP)taP < BP
2P € {0, 1}5,

y también recordamos la notacidn (2.10)) para el conjunto de planes de extraccion factibles:

B . ¢ €{0,1}F : 2¢ < af V(a,b) € P
T (Ce)txe S Be :

Primeramente presentamos esta variante para el modelo MCH-e. Dado un nivel de
riesgo € € (0, 1], el modelo MCH-¢ con recourse es

min e E [-IT%(z¢, p)] + (1 — €) CVaR, [-1I%(2°, p)]

sa. x¢e XE, (2.38)

Como se argument$ para el modelo de minimizaciéon de CVaR con recourse, si la
o-dlgebra F para p es boreliana entonces el problema (2.38) es equivalente a

min ¢ E [-I1%(z%, p)] + (1 —¢) (t + 1B [-IT% (2%, p) — trr)

(2.39)
sa. € X tcR.

Una vez mas, para sortear el problema de modelamiento y tratabilidad computacional
que las esperanzas en este problema presentan, recurrimos a una aproximacion SAA. Dada
una muestra iid p', . . ., pV de p, la aproximacién SAA del modelo MCH-¢ con recourse es

min e S0 [T, )]+ (1= (14 gy S [T ) — 1))
sa. € X teR,
(2.40)
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o equivalentemente, el problema linealizado

min € % ij:l [—H((xe7xp,k)’ pk)] +(1—¢) (t + €LN Zszl Ck)

sa. (g > —I((z¢,aP*), pF) -t  Vk=1,...,N 2.41)
(z¢,2PF) € X Vk=1,...,N
(eRY, teR,

donde IT y X son el beneficio y conjunto factibles, respectivamente, sin recourse.

Discutimos ahora sobre una posible variante con recourse para el modelo MCH. Recorde-
mos que, dado un nivel de riesgo € € [0, 1] y una muestra p, ..., pV del pardmetro p, el
problema MCH sin recourse “original” (2.26) es

7. 7z _H e p
(:pel’glzgleX {FE%Z( ((ZL’ - )7 p) ’
donde U, := 7+ (1 —¢€) (conv({p",...,p"}) = p) y p := & o, p". Un atractivo de
este enfoque es que como la funcién de beneficio sin recourse II ((z¢, 2), p) es lineal-afin

en p, y U, es un politopo del cual conocemos sus puntos extremos, entonces el problema
MCH (2.26)) se puede formular como el problema lineal (2.27).

Volviendo a la variante multi-etapa, si repliciramos el esquema anterior la contraparte
con recourse directa del modelo MCH seria
’ , R e
min méax —II""(x 2.42
min,_max (% p), (2.42)
donde II¥ es la funcién de beneficio con recourse, definida en (2.9). Sin embargo I1%#
no es lineal ni lineal-afin en el pardmetro p. Veamos que esto conduce finalmente a que
no exista una formulacion sencilla y tratable computacionalmente del problema (2.42)),
candidato a ser contraparte con recourse del problema MCH.

Primero notemos que el problema (2.42)) es equivalente a
min (
sa. —IIf (a2 p) < ¢ VpelU.
¢ e XE
Definiendo
Y =Y(2%) = {a” € {0,1}F : a? <2, (F)'a? < BP}
se tiene que
—méxpey (WPp —vP)laP = mingey —(WPp — vP)aP
= minxPECOHV(Y) _(pr - Up)txp’

donde conv(Y') es la envoltura convexa de Y, y la segunda igualdad viene de que Y es
acotado y la funcién objetivo (WP p—vP) 2P es lineal en zP. Por otro lado, son equivalentes
las restricciones

—I% (2%, p) < ¢ Vp e U
S max,ey, [(v9)'2® — maxpey (WPp — vP)a?] < (
& MEX pers, MNgpecony(v) —(WPp — vP)fa? < — (v€) e,
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Y, como U, y conv(Y') son compactos convexos, y la funcién objetivo —(W?p — vP)ta?
es lineal en z” y lineal-afin en p, entonces podemos intercambiar el orden en que se toma
el minimo y el maximo, ver e.g. teorema Min-Max de Sion [S1058]]. Luego, se puede
reescribir la restriccion de las siguientes maneras equivalentes

méXpeue minzpeconv(Y) _(pr - Up)txp < C - (Ue)tme
< minml’Gconv(Y) méXpGMe _(pr - vp)txp < C - (ve)twe
& Ja? € conv(Y) t.q. méx,ey, —(WPp —vP)la? < (— (v°)'a®
& 3z € conv(Y) t.q. max—1 n —(WPpk) —vP)iaP < ¢ — (v°)ia®
& P econv(Y)tq.Vhk=1,...,.N — (WPp) —yP)igr < ¢ — (v°)ia®
& P econv(Y)tq. Ve=1,...,N —H((xe,xp),p(’“)) < (,
donde p*) := (1 —€)p* +€p, k =1,..., N,y donde la tercera equivalencia viene de que

{pM, ..., p™)} contiene a los puntos extremos de /..

De esto concluimos que el problema (2.42)) es equivalente a

min

sa. —II((z,2?), (1 —e)p* + ep) < ¢ Vk=1,...,N
¢ e XE
aP € conv(Y),

donde II es el beneficio sin recourse.

Sin embargo, esta formulacidn no es tratable tal como estd. En primer lugar, el conjun-
to Y, de planes de procesamiento x? factibles, depende explicitamente de x°. Y segundo,
este conjunto es basicamente el conjunto factible de un problema knapsack, que como
es ampliamente conocido es un problema NP-completo. Estas dos caracteristicas de esta
formulacién hacen que encontrar una reformulacidn tratable sea una tarea compleja.

Como conclusion de este andlisis sacamos que el problema (2.42), que seria la contra-
parte con recourse directa del enfoque MCH, no posee una formulacioén tratable evidente.
No obstante, inspirandonos en la Proposicién [2.2.5| proponemos una definicién alternativa
para el problema MCH con recourse.

Dado € € [0, 1], definimos el modelo MCH con recourse con nivel de riesgo ¢ como

min, {eE [-IT"(z%, p)] + (1 — €) CVaRy y [-11%(z*, p)] }, (2.43)
z€e

donde II¥ es el beneficio con recourse y X% es el conjunto de planes de extraccién
factibles.

A partir de aqui el tratamiento es exactamente andlogo al hecho con el modelo MCH-¢
con recourse. Primero, si la o-dlgebra F asociada a la hipotética distribucion verdadera
(=, F,P) de p es boreliana, entonces el problema (2.43)) es equivalente a

min {eE [—IT%(2% p)] + (1 —¢) <t+ %E [—11%(2*, p) —t]+>}. (2.44)

reeX B teR
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Luego, en nuestro enfoque usual, para abordar el problema de modelamiento y tratabilidad
que presentan las esperanzas usamos la aproximacion SAA de este problema. Dada una

muestra iid p*, . . ., p la aproximacion SAA del problema MCH con recourse es
1« 1 —
i (S 00 (4 ) )
(2.45)
o en una formulacion linealizada,
min €+ chvzl [—II ((z°,22%), p¥)] + (1 —€) (t + Z,]Ll Ck:)
—II ((Ie,l‘p’k),pk) —t>0 Vk=1,...,N (2.46)
(xe,xp’k)EX Vk=1,...,N
teR,

donde IT y X son las variantes sin recourse del beneficio y conjunto de planes factibles,
respectivamente.

2.2.4. Sobre el contenido de probabilidad de un politopo

En las secciones y hemos ido presentando resultados que muestran la
rica estructura de las medidas de riesgo de distorsion. Particularmente, hemos visto como
las aproximaciones SAA de los modelos de minimizacién de CVaR y MCH-¢, y el mod-
elo MCH, todos en su variante sin recourse, pueden formularse indistintamente como
problemas de optimizacién aversa al riesgo o como problemas de optimizacién robusta.
En esta seccion nos concentramos en esta tltima representacion y nos preguntamos cuan
representativo de la distribucion original de p puede ser el conjunto de robustez en ca-
da modelo. Veremos que esto tendrd implicancias importantes en la convergencia de las
aproximaciones SAA, tema que discutiremos en el capitulo siguiente.

Sea e € (0, 1) un nivel de riesgo cualquiera y consideremos una muestraiid p', . .., p’¥

de p. Recordemos primeramente que el problema MCH sin recourse (2.26) es

z 7 - e D
Lin - max I ((z¢,2%), p) ,

donde
U =ep+ (1—€)conv({p',....p"})

También, del Teorema y la discusion que le sigue, obtenemos facilmente que la
aproximacion SAA (2.18)) del problema de minimizacién de CVaR sin recourse es equiv-
alente al problema

min mMax —II((x% 2P), p) , (2.47)
(z¢,xP)eX pEllcn ({pt..oN}) (( ) p)
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donde ¢*V es como en la definicién 2.28) y Iz~ ({p' ... p"'}) es como en (2:30).

Y de manera anéloga, la Proposicién afirma que la aproximacién SAA del prob-
lema MCH-e es equivalente al problema
’ z —H e D
e i TS0,
donde V, := e p+ (1 —€) Ilzn ({p* ... p" }). En sintesis, las tres aproximaciones SAA se

formulan como un problema de optimizacion robusta donde el unico cambio es la eleccion
del conjunto de robustez.

*  Muestras
e=10%
e=30%
e=50%
e=70%
£=90%

1.8+ *  Muestras 1.8+
e=10%
€=30% 18-
&=50%
e=70% 1.4k
£=90%

P2

0.8 0.8

0.6 0.6

0.4 0.4

0.2 0.2

(a) Conjunto U, de modelo MCH, para varios ¢ (b) Conjunto Iz~ ({p*...p"}) de modelo CVaR,
para varios €

1.8} *  Muestras
e=10%
161 &=30%
* —~ €=50%
14b — e=70%
’ e =90%
121
& ! ’ ‘ *
08F
061
041 % —
0.2
0 L *
0 0.5 1 1.5 2

(c) Conjunto V, de modelo MCH-¢, para varios €

Figura 2.1: Conjuntos de robustez para modelos MCH, CVaR aproximado y MCH-e
aproximado, todos sin recourse, para N = 5 muestras de p € R? y varios niveles de
riesgo €

En las Figuras[2.1(b),[2.1(a)|y|2.1(c)|mostramos ejemplos de los conjuntos de robustez
U, Tzen ({p*. .. p™}) y V., respectivamente. Para estos estos ejemplos consideramos una
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mina con solamente |B| = 2 bloques y tomamos N = 5 muestras del vector de leyes
p € R2%. Las tres figuras estdn hechas usando las mismas cinco muestras de p, y se con-
sideran los mismos niveles de riesgo e: 10 %, 30 %, 50 %, 70 % y 90 %. Este ejemplo
resume la dindmica entre el nivel de riesgo, el conjunto de robustez y la conservatividad
de estos modelos: a menor nivel de riesgo € tomamos un mayor conjunto de robustez, 1o
cual significa planificar para la peor ley p de entre un mayor nimero de leyes posibles,
obteniéndose un plan més robusto y mas averso al riesgo.

Una manera de establecer qué modelo puede ser mejor que otro seria evaluar para cudl
de estos tres conjuntos de robustez el vector p tiene mayor probabilidad de estar en él. Es
decir, calcular el contenido de probabilidad P (p € U) del conjunto de robustez U/ de cada
modelo. La primera dificultad de este enfoque es practica, pues el conjunto U/ depende de
N muestras independientes de p, lo cual agrega complejidad al cdlculo. Y la segunda es de
modelamiento, pues hemos asumido desde un principio que desconocemos la verdadera
distribucién de probabilidad de p, con lo cual no podriamos calcular la probabilidad para
cada modelo.

A falta de resultados exactos nos apoyamos en el siguiente resultado, que nos permi-
tird hacer algunas observaciones cualitativas importantes sobre el contenido de probabili-
dad de un politopo.

Teorema 2.2.7 (Teorema 13.2.1 de [Mat02]]). Sea B? la bola unitaria en R% y seald C B¢
un politopo convexo contenido en B%. Sill tiene a lo mds N vértices entonces

d/2

vol(U) Cin (5 +1)
vol(B?) = d (2.48)

donde vol(-) es el volumen en R% y C' es una constante independiente de d 'y N.

Supongamos momentdneamente que el soporte de la distribucién de p es la bola uni-
taria en R?, y que la distribucién es uniforme en este conjunto. En tal caso el término de la
izquierda de (2.48)) es exactamente P(p € U/). En consecuencia, a menos que el nimero de
vértices de U sea exponencial en d, esta probabilidad es despreciable. O en otras palabras,
se necesita que el nimero de vértices N sea exponencial en la dimensién d del espacio
para que la probabilidad tenga alguna posibilidad de no ser cercana a 0.

Las implicancias de este resultado son fuertes, pues en nuestro caso la dimensién d
del espacio es la cantidad de bloques, |B|. Como se ha mencionado en varias ocasiones,
una caracteristica principal del problema de planificacién minera es el gran nimero de
bloques que tienen los modelos de bloques de minas de tamafio normal. Y veremos en
el Capitulo ] que para una mina de casi 20.000 bloques no se pueden tomar mdas de 400
muestras.

Como conclusién de esta seccién tenemos que la cantidad de bloques, es decir la di-
mension del vector p, es un factor a tomar en cuenta para las aproximaciones SAA. En el

36
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siguiente capitulo ahondamos en la discusién que se tuvo al presentar el modelo MCH-
¢, en la cual dijimos que seria esperable que, al aumentar el tamafio de la muestra, la
aproximacion SAA de cada modelo convergiera al problema verdadero. Veremos que es-
to es cierto, y mds aln presentaremos un algoritmo que nos permitird obtener soluciones
“mejores” en un sentido estadistico. Esto por un lado refleja que al hacer crecer a infinito
N, el tamafio de la muestra, el contenido de probabilidad de su envoltura convexa sera 1.
Sin embargo, la discusién de esta tltima seccién nos dice que el tamafio de muestra nece-
sario para lograr esto posiblemente tendrd que ser mas que exponencial en la cantidad de
bloques de la mina.
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Capitulo 3

Aproximacion SAA

3.1. Marco tedrico general

3.1.1. Propiedades de estimadores SAA para Stochastic Program-
ming Problems

En la presente sub-seccién se muestran las principales propiedades estadisticas de
los problemas de optimizacién estocdstica resueltos usando la técnica Sample Average
Approximation (SAA). Esta sub-seccion se basa en las secciones §5.1.1, §5.1.2 y §5.6.1
de [SDRO9J.

Consideramos el siguiente problema de optimizacidn estocdstica:

U= I;él)f(l{f(%) =E[F(z,9)]} (3.1)
donde X C R" es un conjunto no-vacio cerrado, £ es un vector aleatorio cuya distribucion
de probabilidad IP est4 soportada en el conjunto = C R4, y F' : X x = — R es una funcién
de Carathéodory, i.e., continua en x y medible en £. Asumimos ademds que la esperanza
f(z) estd bien definida y es finita para cada x € X.

Suponemos ahora que se tiene una muestra &1, ..., £V de N realizaciones del vector
estocdstico £. Para cada x € X podemos estimar el valor esperado f(z) promediando los
valores F'(x,&7),j =1,..., N.Esto lleva a la, asi llamada, aproximacién Sample Average
Approximation (SAA)

N
Jy = min {fN<:v> = %; F(z, fj)} (3.2)

del problema “verdadero” (3.1). Asumimos siempre que cada muestra &/ tiene la misma
distribucién (marginal) [P que el vector estocdstico . Si, més adn, cada &/, 5 =1,..., N,
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es distribuido independientemente de los demds vectores de la muestra, decimos que la
muestra es independiente e idénticamente distribuida (iid).

Por la Ley de los Grandes Numeros clasica (LGN) se tiene que, bajo algunas condi-
ciones de regularidad, fx(z) converge puntualmente a f(x) c.s. cuando N — oo. En
particular, por la LGN clésica esto se tiene si la muestra es iid. También se tiene que
E[fn(z)] = f(x), i.e., fn(z) es estimador insesgado de f(x). Luego, es natural esperar
que el valor éptimo y soluciones optimas del problema SAA (3.2) converjan a sus con-
trapartes del problema verdadero cuando N — oo. En adelante denotamos por .S
al conjunto de soluciones Optimas del problema verdadero y por Sy al conjunto de
soluciones 6ptimas del problema SAA (3.2).

A continuacion discutimos las propiedades estadisticas de los estimadores SAA ¥y y
Sn.

Consistencia

Esta seccion se basa integramente en [SDR09Y, §5.1.1 Consistency of SAA Estimators].
Buscamos estudiar las propiedades de convergencia de los estimadores SAA Uy y Sx. Se
dice que un estimador ¥y de un pardmetro o es consistente si )y converge c.s. a ) cuando
N — oo. Consideremos primero la consistencia del estimador SAA 9y del valor 6ptimo
v*. Tenemos que para todo = € X fijo, 9y < fy(x), y entonces si se tiene puntualmente
la LGN, entonces

limsupdy < lim fN(x) = f(z) c.s.
N—o0 N—oo

Sigue que si se tiene puntualmente la LGN, entonces

limsupdy < 9*  c.s. (3.3)

N—o0

Sin algunas condiciones adicionales, la desigualdad puede ser estricta.

Proposicion 3.1.1 (Proposition 5.2, [SDRQ9]|). Supongamos que fN(x) converge c.s. a
f(z), cuando N — oo, uniformemente en X. Entonces Uy converge a ¥* c.s. cuando
N — oo.

Para establecer la consistencia de los estimadores SAA de soluciones 6ptimas nece-
sitamos condiciones ligeramente mds fuertes. Denotamos por ID la distancia usual entre
conjuntos, D(A, B) := sup,.4 dist(z, B), donde dist(z, B) := inf cp ||z —y|| y || - || es
la norma euclideana en R".

Teorema 3.1.2 (Theorem 5.3, [SDRQ9]). Supongamos que existe un conjunto compacto
C C R" tal que:

1. el conjunto S de soluciones dptimas del problema verdadero es no vacio y estd con-
tenido en C,
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2. la funcion f(x) es a valores finitos y continua en C,
3. J?N(x) converge c.s. a f(x), cuando N — oo, uniformemente en x € C, y

4. con probabilidad 1 para N suficientemente grande el conjunto S N es no vacio 'y
Sy C X.

Entonces Uy — 0% y D(Sy,S) — 0 c.s. cuando N — .

El siguiente resultado da condiciones suficientes para satisfacer los dos resultados
anteriores.

Teorema 3.1.3 (Theorem 7.48, [SDRO9)). Sea X un subconjunto compacto y no vacio de
R", y supongamos que:

1. paratodo x € X, la funcion F(-,§) es continua en x, para casi todo £ € =,
2. paratodo x € X, F(x,-) estd dominada por una funcion integrable, y

3. la muestra de fy es iid.

Entonces la funcion f(x) tiene valores finitos y es continua en X,y fN(x) converge a
f(z), con probabilidad 1, uniformemente sobre X.

Resultados asintédticos

Esta seccion se basa integramente en [SDR09, §5.1.2 Asymptotics of the SAA Optimal
Value]. Supongamos que la muestra es iid y consideremos una solucion z € X. Entonces
sabemos que el estimador SAA fy(z) = + Zjvzl F(x,8%), de f(z) = E(F(x,9)), es
insesgado y tiene varianza o2(x)/N, donde asumimos o?(x) := Var (F(x,£)) finito.

Mas atin, por el Teorema Central Limite se tiene que

NY2 [ Fy(a) — f(a;)] = (3.4)

donde —2 denota convergencia en distribucion, y Y, tiene distribucion normal con media
0 y varianza o?(z), notado Y, ~ N (0,0%(x)). Esto es, fx(z) tiene asintdticamente dis-
tribucién normal, i.e., para N grande, fN(x) tiene aproximadamente distribucién normal
con media f(z) y varianza o?(x)/N.

Esto lleva al siguiente intervalo de confianza (aproximado) con confianza 100(1—a«) %

para f(x): R R
Fn(@) — Za/Z%a Fn(z) + za/Q% (3.5
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donde z, /5 := 11— a/2) y

N

5(x) = o 3 [Pl )~ Fu(w) i (3.6)

j=1

es el estimador de la varianza muestral de o%(z). Esto es, el error de la estimacion de f ()
es (estocdsticamente) de orden O, (N ~1/2).

Consideramos ahora el valor 6ptimo 0 ~ del problema SAA 1b Claramente para
todo 2’ € X setiene fn(z') > inf,cx fy(z). Tomando valor esperado en ambos lados de
la desigualdad y minimizando en el lado izquierdo sobre todo =’ € X, obtenemos

zeX

inf E [fN(g;)} >E {fn)f( fN(x)} 3.7)
fAS

Notar que la desigualdad (3.7) se tiene atn si f(z) = +00 o f(z) = —oo para alglin = €

X.Como E []?N(:c)} = f(z), sigue que ¥* > E [’@v] De hecho, tipicamente E [5@ es

estrictamente menor que V%, i.e., ¥y es estimador sesgado hacia abajo de 9¥*. El siguiente
resultado muestra que el sesgo decrece mondtonamente con el aumento del tamaiio N de
la muestra.

Proposicion 3.1.4 (Proposition 5.6, [SDR09]). Sea 9 ~ el valor éptimo del problema SAA
3.2) y suponer que la muestra es iid. Entonces |E [5N] < E [1/9\N+1] < ¥* para todo
N eN.

Teorema 3.1.5 (Theorem 5.7, [SDROY|]). Sea J ~ el valor optimo del problema SAA .
Supongamos que la muestra es iid, X es compacto y se tienen las siguientes hipotesis:

(Al) Para alginT € X la esperanza E [F (T, £)?] es finita.

(A2) Existe una funcion medible C' : = — R, tal que E[C(£)?] es finita y

f(z) = f(@)] < C)|z — 2| (3.8)

para todo x,x' € X y casi todo & € Z.

Entonces se tiene:

Oy = fnf Fn(@) + op(N~12) (3.9)
1/2 (5 _ 9+ _ D,
N (19N 9 ) 2 nf ¥ () (3.10)

Mas aiin, si S = {T} es un singleton, entonces
N2 (G = 9) 25 N (0,0%(2)) (3.11)
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Analisis de validacion

Esta sub-seccion se basa integramente en [SDRQ9, §5.6.1 Estimation of the Optimal-
ity Gap]. Consideramos el problema de, dado un punto factible z € X candidato a ser
solucién optima del problema real (3.1)), estimar su gap de optimalidad

gap(7) := f(z) — I (3.12)

Claramente, para cada T € X factible, gap(7) es no-negativo y gap(Z) = 0 ssi T es una
solucion Optima del problema real.

Cota Inferior. Consideramos el valor 6ptimo del problema SAA (3.2)). Por se
tiene que ¥* > E[¢y]. Esto significa que ¥y proporciona una cota inferior estadistica
vélida del valor 6ptimo * del problema real. La esperanza E[@ ~] puede estimarse pro-
mediando. Esto es, resolver M veces el problema SAA (3.2) con muestras iid de tamafio

N distintas. Sean ¥}, . .., 9! los valores 6ptimos de estos problemas SAA. Entonces
| M
TN = MmZ:lﬁN (3.13)
es un estimador insesgado de E[@ ~]. Como las muestras son iid, y entonces 1/9\}% ce 1/9\5\\,4
también, se tiene Var([vy | = ﬁVar[ﬁ ~], y entonces podemos estimar la varianza de
EN, M por
11 &
~2 Y — 2
= Uy — 3.14
UN,M M M_ 1Tnzl< N UN,M) ( )

En general, la variable aleatoria J N, Y entonces sus replicaciones i , ho siguen una
distribucién normal, incluso aproximadamente (ver (3.1.5))). Sin embargo, por el Teorema
Central Limite, la distribucién de probabilidad del promedio v s se hace aproximada-
mente normal cuando M crece. En consecuencia, podemos usar

Ly =N —tam—10N M, (3.15)

como una cota inferior aproximada con confianza (1 — «) de la esperanza E[@ ~], donde
ta, €s el valor critico o de una distribucion t-student con v grados de libertad.

Cota Superior. También podemos estimar f(Z) con muestreo. Esto es, sea fN/ (7) el
estimador muestral promedio de f(7), basado en una muestra de tamafio N’ generado
independiente de las muestras involucradas en computar T. Sea 73, el estimador de la
varianza de fn/(T):

1 A T JPERE
NN 1) Z [F(ffaf ) — fn(T) (3.16)

7=1
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Entonces R

Un'(T) := fni(T) + 20N (T) (3.17)
da una cota superior aproximada con confianza (1 —«) para f(Z), donde 2, := ®~(1—03)
para ® funcién de distribuciéon acumulada de la normal estandar. Notar que como N’

puede ser grande entonces usamos el valor critico z,, de la distribucién normal estandar
en vez de una ¢-distribucion.

Gap de optimalidad. Tenemos que

~

E [fN, (@) — @N,M] — £(z) — E[0y] = gap(7) + 0" — E[Uy] > gap()  (3.18)

i.e., fnv(T) — Uy es un estimador sesgado del gap(7). Ademads, la varianza de este
estimador es igual a la suma de las varianzas de f N/( )Y Un ., Y entonces

Fo(T) = Tnar + 2a \/3]2\,/ (Z) + 0% m (3.19)

da una cota superior conservadora de gap(7) con confianza (1 —«). Decimos que esta cota
superior es conservadora porque de hecho da, con confianza (1 — «), una cota superior

para gap(T) + U* — E[@N], y tenemos 1* — IE[”L/?\N] > 0.

Un algoritmo de bisqueda y validacion de soluciones SAA

La sub-seccion anterior sugiere directamente un procedimiento para encontrar solu-
ciones SAA con menor gap de optimalidad. Consideramos el problema (3.1)), es decir,

“r=min{f(z) :=E[F(z,§]}

zeX

Dados tamafio de muestra N y N’, nimero de iteraciones M y nivel de confianza
1 — a € [0, 1], el procedimiento es el siguiente.

1. Con M muestras de tamafio N, V™, ... V™ m = 1,..., M, iid todos entre s,
resolver M problemas SAA de tamafio /V:

0 k:m o
19N—£Iél)r(l{f]v .NZFxg } m=1,...,M

Obtenemos M candidatos a solucion z*, m =1, ..., M.
2. Calculo de cota inferior para ¥*. Calculamos
— M ity
UNM = % Z I9m
~2 1)1 Z (ﬁm - )2
ONM = M |M-1 UN.M
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Se tiene que
Ly :=0Unm — ta,M—10N,M (3.20)

es cota inferior inferior de ¥*, con confianza (1 — «).
3. Calculo de cota superior para 1*. Sabemos que dado un punto x € X factible,

f(z) es cota superior de ¥*; y del primer paso tenemos M candidatos 7" € X,
m =1,..., M, a éptimos del problema real (3.1)), que en particular son factibles.

Tomamos una muestra iid de tamafio N’, &', ..., &Y', del pardmetro incierto ¢. Adi-
cionalmente esta muestra es independiente de la muestra tomada en el paso 1. Para
cadaz™, m=1,..., M, calculamos

~ N

(@) = 5 e FE™,€F)

~2 (= . 1 1 N’ k T (mmY))2

BT = [ DL (P ) - Fu @)
En particular tenemos que, paracadam =1,..., M,

v (™) + zoon (TT) (3.21)

es una cota superior para f(Z™), y entonces para J* también, con confianza (1 —«).

4. Cota superior para el gap de optimalidad f(Z™) — ¥*. Para cada ™ factible, m =
1,..., M, obtenemos la siguiente cota superior para el gap de optimalidad f(z™) —
v*:

T (@) = O + 20y [33(@™) + s (3.22)

Usamos como mejor candidato a solucién 6ptima del problema real la solucién z™
que de la menor cota superior para el gap de optimalidad.

3.1.2. Propiedades de estimadores SAA para Chance Constrained
Problems

Consideramos ahora problemas con restricciones de probabilidad, o chance constrained
problems, y su resolucion usando la técnica Sample Average Approximation. Esta sub-
seccion se basa integramente en [SDR09, §5.7 Chance Constrained Problems].

Consideramos un chance constrained problem de la forma

ImIél)I(l flz)st.p(z) <a (3.23)

donde X C R™ es un conjunto cerrado, f : R" — R es funcién continua, o € (0, 1) es un
nivel de riesgo dado, y

p(z) =P [C(z,&) > 0] (3.24)
es la probabilidad de violacién de la restriccién en el punto x € X. Asumimos que &
es un vector aleatorio, cuya distribucion de probabilidad P estd soportada en el conjunto
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—_—

Z C RY yla funcién C' : R* x Z — R es una funcién de Carathéodory conocida
explicitamente.

Podemos escribir la probabilidad p(z) en forma de esperanza,

p(z) = E [Lio00) (C(2,9))], (3.25)

y, dada una muestra ¢!, ..., ¢V del pardmetro incierto &, podemos estimar esta probabili-
dad con la aproximacion SAA correspondiente

1 & .
b () =+ D L (Clz,8)) . (3.26)
j=1

Asi, py(x) es igual a la proporcion de veces que en la muestra se cumple la condicién
C(z,&) > 0. Consecuentemente podemos escribir la contraparte SAA del problema
como

gﬂel)l(l f(z)st.pn(z) < a (3.27)

Consistencia

Proposicion 3.1.6 (Proposition 5.29, [SDRO9)). Sea C(z, £) una funcion de Carathéodory.
Entonces la funcion p(x) y pn(x) son semi-continuas inferiores, esto es, para todo x se
tiene que p(x) < liminf;_,, p(T) y andlogamente para py. Suponer ademds que la mues-
tra es iid. Entonces py epi-converge c.s. a p cuando N — 00, notado py — p c.s.; esto
es, c.s. se tiene que py epi-converge a p. Mds aiin, suponer que para todo x € X se tiene

P(C(z,£§) =0) =0, (3.28)

ie. C(x,€) # 0 c.s. Entonces la funcion p(x) es continua en X y pn(x) converge a p(x)
c.s. uniformemente sobre compactos de X.

Para una definicién exhaustiva de epi-convergencia de funciones reales extendidas y
sus propiedades ver [SDR09, §7.1.6 Epiconvergence].

Como la funcién p(x) es semi-continua inferior y el conjunto X es cerrado, sigue
que el conjunto factible del problema (3.23)) es cerrado. Si mds atin es no-vacio y acotado
entonces el problema (3.23)) tiene un conjunto no-vacio S de soluciones 6ptimas (recordar
que la funcién objetivo f(z) se asume continua). Lo mismo aplica al problema SAA
1b Tenemos aqui la siguiente propiedad de consistencia para el valor 6ptimo 9 nYyel
conjunto Sy de soluciones optimas del problema SAA

Proposicion 3.1.7 (Proposition 5.30, [SDRQ9]]). Supongamos que el conjunto X es com-
pacto, la funcion f es continua, C(x,§) es funcion de Carathéodory, la muestra es iid, y
se tiene lo siguiente:
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(a) existe solucion optima T al problema verdadero tal que para todo ¢ > 0 existe
reXconl|r—7T|| <eyplx) <a

Entonces Uy — 9" y D(Sy,S) — 0 c.s. cuando N — oo,

La condicién (a) anterior es esencial para la consistencia de 1/9\N y S ~n. Pensar, por
ejemplo, en alguna situacion donde la condicion p(x) < « define un dnico punto 7 tal que
p(T) = «a. Entonces cambios arbitrariamente pequefios en la restriccion py (z) < « puede
resultar en que el conjunto factible del problema SAA correspondiente se vuelve vacio.

Hasta aqui tenemos que bajo condiciones suaves de regularidad se tiene que el valor
Optima y soluciones 6ptimas del problema SAA convergen c.s., cuando N — oo,
a sus contrapartes respectivas del problema verdadero (3.23). Sin embargo, existen var-
ios potenciales problemas con el enfoque aqui presentado. Por ejemplo, para que py(z)
sea un estimador razonablemente preciso de p(z), el tamafio N de la muestra debe ser
significativamente mayor a o~ !. Para o pequefio esto puede resultar en un tamafio de de
muestra muy grande. Otro problema es que tipicamente la funcién py (z) es discontinua
en x y entonces el problema SAA es un problema combinatorial dificil de resolver.

Validacion de una solucion optima

Consideramos ahora una técnica prictica para validar un candidato 7 € X a solucién
optima del problema verdadero (3.23)). Esta tarea es doble, pues se necesita verificar la
factibilidad y optimalidad de =. Por supuesto, si un punto Z es factible para el problema
verdadero entonces V* < f(), i.e., f(T) da una cota superior para el valor Gptimo 9*.

Cota Superior. Comencemos verificando la factibilidad del punto . Para ello necesita-
mos estimar la probabilidad p(x) = P (C(7,&) > 0). Procedemos usando las técnicas de
muestreo Monte Carlo. Para una muestra iid ¢!, ..., ¢V definamos x como el nimero de
veces que la restriccion C(7, £) < 0 es violada en la muestra, i.e.,

N
K= Z Lo (C(T,€)). (3.29)

Jj=1

Entonces py(T) = k/N es un estimador insesgado de p(T), y  tiene distribucién bino-
mial B(p(Z), N). En adelante usamos la notacién b(k; e, N) := Z?:l (zj\/) (1 —e)N .

Para /5 € (0, 1) dado consideramos

Upn(T) := sup {p : b(w;p, N) = f} (3.30)

p€[0,1]

Como Up y(T) es funcién de ~ entonces es una variable aleatoria. Notar que b(x; p, N)
es continua y mondtonamente decreciente en p € (0,1). Luego, de hecho, el supremo
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de la mano derecha de (3.30) es alcanzado, y U n(T) es igual al p € (0,1) tal que
b(k;p, N) = (3. Denotando V' := b(k; p(Z), N) tenemos que

/—/’;
P(p(7) <Usn(@) = PV >Db(s;p N)
(3.31)
= 1-P(V <p)
1= P(V<B:k=FkPK=k)
Como ‘ 3
P(Vgﬁ:m:k:):{é Z:c()f”»;mN)Sﬂ (3.32)
yP(r = k) = (})p@)*(1 — p(z))N*, sigue que
N
PV h=kPr=k <8 (3.33)
k=0
y entonces
P(pE) <Usn(@) 21-8 (3.34)

Estoes, p(Z) < U y(T) con probabilidad al menos 1— 3. Luego, podemos tomar Ug ()
como una cota superior de p(Z) con confianza (1 — /).

Obtenemos que si Uz n(Z) < « entonces T es solucién factible del problema ver-
dadero con probabilidad al menos 1 — 3. En tal caso, podemos usar f(Z) como una
cota superior, con confianza (1 — 3), del valor éptimo ¥* del problema verdadero .
Como este procedimiento involucra sélo célculo de C'(, £7), entonces puede ser realizado
para un tamafio de muestra N grande, con lo que la factibilidad de = puede ser verificada
con alta precision, siempre que o no sea muy pequeifio.

Cota Inferior. Para enteros positivos N y M, y una constante -y € [0, 1), generamos M
muestras independientes £1 ... &N m = 1,..., M, cada una de tamafio N, del vec-
tor aleatorio &. Para cada muestra, resolvemos el problema SAA con nivel de significancia

Y
N

Jy = min f(z) st > 1(000) (C(z, ™)) < AN. (3.35)
j=1

Si el problema es (3.35)) es infactible 0 no-acotado asignamos su valor éptimo como

o0 0 —00, respectivamente. Podemos ver 19?/:”1\,, m = 1,..., M, como una muestra iid de

la variable aleatoria ¥/, x, donde ¥, x es el valor 6ptimo del respectivo problema SAA con
nivel de significancia . A continuacién ordenamos los valores en orden no-decreciente,

~

19(713\, < ... < 19,(%\,) Queremos escoger un entero L € {1,..., M} y usar la cantidad
aleatoria 197L])V como una cota inferior del valor éptimo verdadero v*.
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Analizamos el procedimiento resultante para acotar. Sea * € X un punto factible para

el problema, i.e., satisface
P(C(z,€&) >0) < a. (3.36)

Como Zﬁvzl 1(9,00)(C(z, £7™)) tiene distribucién binomial con probabilidad de éxito igual
ala probabilidad del evento {C(7, &) > 0}, sigue que T es factible para el problema (3.33)
con probabilidad al menos

[vNV]
> (N) a'(1—a)¥" =b([yN];0, N) =: 0. (3.37)

- 2
1=0

Cuando 7 es factible para (3.35) por supuesto se tiene JTN < f(T). Sea € > 0 una
constante arbitraria y T un punto factible para el problema verdadero tal que f(7) < 9" +e.
Entonces para cadam € {1,..., M} tenemos

§.=P (3ng <9+ e) >P (ﬁz;jN < f(f)) > Oy (3.38)

e . . . .
Ahora, en el caso de 192 z)v > 19"+, la correspondiente realizacién de la secuencia aleatoria

@ [N @4 n contiene menos de L elementos que son menores o iguales que v* + €. Co-
mo los elementos de la secuencia aleatoria son independientes, la probabilidad del dltimo
eventoes b(L —1;6, M). Como 0 > 0y, tenemos que b(L —1;0, M) < b(L—1;60y, M).
Entonces, P <1§(7LJ)V > 0 + e) < b(L — 1;0y, M). Como la desigualdad resultante es
valida para todo ¢ > 0 llegamos a la cota

P (ﬁgﬁ)v > 19*) <b(L — 10y, M). (3.39)

Obtenemos el siguiente resultado.

Proposiciéon 3.1.8 (Proposition 5.33, [SDR09])). Dados 8 € (0,1) y v € [0, 1), elijamos
enteros positivos M, N y L tales que

b(L— 1,05, M) < 3 (3.40)

donde Oy :=b(|YN |; a, N). Entonces

P @f)v > 19*) < 8. (3.41)

Para N y M dados, es mejor tomar el mayor entero L € {1,..., M} satisfaciendo la
condicién (3.40] Esto es, para

L* = 125;};\4{1) :b(L —1;0n, M) < S5}, (3.42)
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se tiene que la cantidad aleatoria 197 v da una cota inferior para el valor 6ptimo verdadero
¥* con probabilidad al menos 1 — 3. Si no existe L € {1,..., M} satisfaciendo (3.40), la
cota inferior, por definicién, es —oo

La pregunta que surge en relacion al esquema de acotamiento sefialado es como es-
coger M, Ny ~. En el caso en que el conjunto X y las funciones f(-) y C(+, &), £ € Z, son
convexas es ventajoso tomar v = 0, porque entonces necesitamos resolver el problema

convexo siguiente ’
ml)I(lf(l’) s.t. Cx, &) <0, 5=1,...,N, (3.43)
Te

en vez del problema combinatorial (3.35). Notar que para v = 0 tenemos que Oy =
(1 — )" yla cota (3.40) toma la forma

L—1
< ) )V = (1= )M < (3.44)
0

k=

En la practica, M estd acotado por el esfuerzo computacional requerido para resolver
M problemas de la forma (3.35]). Notar que el esfuerzo por problema es mayor mientras
el tamano N de la muestra es mayor. Para L = 1 (que es el menor valor de L) y v = 0,
el lado izquierdo de es igual a [1 — (1 — a)™]M. Notar que (1 — o)V ~ eV
para o > 0 cercano a 0. Luego, si /N es grande, uno necesitara un gran )/ para hacer
[1— (1 — a)™]™ menor que, por ejemplo, 3 = 0,01, y entonces obtener una cota inferior
significativa. Por ejemplo, para N = 7 tenemos que e~ = 0,0009, y necesitariamos
M > 5000 para hacer [1 —(1—a)"]* menor a 0,01. Por ello, paray = 0 es recomendable
tomar N no mds grande que, por ejemplo, 2/a.

Un algoritmo de bisqueda y validacion de soluciones SAA

La sub-seccion anterior sugiere directamente un procedimiento para encontrar solu-
ciones SAA con menor gap de optimalidad. Consideramos el problema (3.23)) es decir,

U :=min  f(z) st pr) =P[C(z,§) >0 <a

rzeX
Dados tamafio de muestra N y N’, nimero de iteraciones M, v € (0, 1) y nivel de confi-

anza 1 — (3 € [0, 1], el procedimiento es el siguiente.

1. Con M muestras de tamafio N, 5™ ... ¢N™ m = 1,..., M, iid todos entre si,
resolver M problemas SAA de tamafio /V:

V3 = min 21(0m> (2,6™)) <N
Obtenemos M candidatos a solucion z™, m = 1,..., M.
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2. Caélculo de cota inferior para ¥*. Ordenamos los valores @Zl N-m =1,...,M,de

menor a mayor, 1/9\213\, <...< 1/9\2/]‘]{,) Definimos

Oy = b(|yN];a,N)
L = méx{LeN : b(L-1;6y,M)<p}

Se tiene que 1/9\£{L])V es cota inferior de ¥*, con confianza (1 — f3).

3. Cilculo de cota superior para 9*. Tomamos una muestra iid de tamafio N/, ¢, ..., &Y',
del pardmetro incierto . Adicionalmente esta muestra es independiente de la mues-
tra tomada en el paso 1. Para cadaz™, m =1, ..., M, calculamos

Usn(T™) := Sl[lp]{p . b(k(T™); p, N') > 5} (3.45)
p€l0,1

donde k(zT™) := Zﬁvzll 1(0,00) (C(T™,&7)). Se tiene que Ug n+(T™) es cota superior,
con confianza (1 — f3), de p(z™). Luego, si Ug n/(Z™) < «, entonces T es punto
factible para el problema verdadero (3.23) y entonces f(Z™) es cota superior para

¥, todo con confianza (1 — f3).

4. Cota superior para el gap de optimalidad f(z"™)—1*. Para cada ™ factible obtenido
en el paso 3. f(z™) — 19%)\, es cota superior, con confianza (1 — f3), para el gap de
optimalidad f(z™) — ¥*.

Usamos como mejor candidato a solucién 6ptima del problema real (3.23)) la solu-

cion ™ que sea factible (paso 3.) y que de la menor cota superior para el gap de
optimalidad.

3.2. Analisis SAA para modelos sin recourse

Consideramos el problema de planificacién minera con eleccién de proceso, sin re-
course, definido en (2.1)):

méx —(v)'z® + (WPp — vP)taP
sa. xt < uaf V(a,b) € P
P < x€
(ce)tl,e S Be
(cp)txp < Br
x¢, 2P € {0, 1}5.

Denotamos II a la funcién de beneficio sin recourse:

(a9, 2", p) 1= —(v°)'a" + (WPp — vP)'a?
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yX al conjunto de planes de extraccion y procesamiento factibles:

x=(zf2P) : x¢ <af V(a,b) € P
P < g¢
X = (c?)ta® < B®
(cP)taP < BP
z¢, 2P € {0,1}5.

Notar que solamente la funcién objetivo II depende del pardmetro p € R%, I1(, p)
es lineal para toda ley p, y Il(x, -) es lineal-afin para todo plan z factible. En particular,
I1(-, -) es continua.

Consideramos ahora que el pardmetro p € Rﬁ estd sujeto a incertidumbre. Asumimos
que p sigue una distribucién estocéstica P, no necesariamente conocida, y que la o-alge-
bra asociada F es boreliana, con lo que II(-, -) es Carathéodory pues II(-, -) es continua.
Podemos asumir también que el vector de leyes p estd soportado en un conjunto = C ]Rfr
y, mds ain, = es compacto, con lo que II(z, p) € L>*(=Z, F,P) para todo plan z factible.

3.2.1. Modelo de minimizacion de CVaR

Recordemos el modelo de minimizacién de CVaR y su aproximacién SAA, la cual
presentamos en §2.2.2| Dado un nivel de riesgo € € (0, 1], el modelo de minimizacién de
CVaR es

U= i E {t + % (~TI(z, p) — ﬂ (3.46)

Y dada una muestra del pardmetro incierto p*, . .., pV, la aproximacién SAA del modelo
es . | o X k .

In = a5 ; [t—l— - (—1I(z, p*) — t) ] . (3.47)

A continuacién llamamos al problema (3.46]) problema verdadero y al problema (3.47)) su
aproximacion SAA.

Usamos la notacién de la seccién §3.1.1]y notamos
1 +
F(x,t,p) I:t—i‘z[—H(.f,t,,O)—t] )

fa,t) == E[F(z,t,p)],

y, dada una muestra iid p!, . .., p"v del pardmetro p,
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Asi, el problema de minimizacién de CVaR (3.46) es equivalente a

VP =min f(z,t) st ze€ X, teER,

z,t
y su aproximacion SAA es, equivalentemente,

Jy = min fN(x,t) st. e X, teR.

z,t

Destacamos que para todo plan z € X se tiene que la siguiente expresion para el CVaR,
con riesgo ¢, de la variable aleatoria de pérdidas —I1(z, p):

CVaR, (—l(z, p)) = min f(z,1).

Definimos S como el conjunto de soluciones dptimas del problema verdadero (3.46) en
X x R,y Sy el conjunto de soluciones 6ptimas de la aproximacion SAA 1D también

siguiendo la notacién de §3.1.1]

Consistencia

Para analizar la convergencia de los estimadores SAA J Ny S, N a sus respectivos
contrapartes ¥* y S aplicamos los resultados de consistencia de §3.1.1} Primeramente,
para aplicar el Teorema 3.1.3] consideramos el conjunto C' := X X [—7, —x], donde

m:=min min II(x, p)

o i I ol
T pR )

Estos valores son finitos, y entonces [—7, —7] es compacto. En efecto, como = es com-
pacto y II(x, p) es lineal afin en p, entonces max, = I1(x, p) y min,e= I1(x, p) son finitos,
para todo z € X,y se concluye porque X C {0, 1}” contiene un ndmero finito de puntos.

Notar que podemos asumir que la solucién (z*,¢*) de estd en C, y asi mismo,
dada cualquier muestra p', . .., p" distribuido segtin I, la solucién (T, tAN) del problema
SAA puede asumirse también contenida en C'. En efecto, sean x € X y p € =
cualesquiera. Se tiene para todo ¢t < —7 que

F(r.tp) = ~(- = Dt = TU{e,p) > (- — 17— (2, p) = F(a, ~7.p)

y paratodot > —m que

Sigue que
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y
N T —
%Zlfv:lF(% -7, p) < %Z’fv: F(x,t,p) VzeX, t<-7,
e Flz,—m,p) < %3 Fz,t,p) Vee X, t> -1
para cualquier muestra p, . .., pY¥ de p en Z. Asi, es claro que
Y= min f(z,t
(x,t)EC’f< )
y

Uy = (gtl)lélc fn(z,t).

Asumiendo que la muestra de p es iid, aplicamos el Teorema 3.1.3{usando el conjunto
compacto no vacio C, pues trivialmente F(-,-, p) es continua en todo (z,t) € C, para
todo p € =, y también F'(z,t,-) es integrable, para todo (x,t) € C. Obtenemos asi que
f(z,t) es finita y continua en C, y que fN(:B, t) converge a f(x,t), c.s., uniformemente
en C', con lo que la Proposicion y Teorema [3.1.2{ nos aseguran la consistencia del
problema SAA. Hemos demostrado el siguiente resultado.

Proposicion 3.2.1. Consideramos, para un nivel de riesgo dado € € (0, 1], los problemas
de minimizacion de CVaR verdadero y su aproximacion SAA (3.47). Asumiendo
que el vector de leyes p se distribuye segiin la distribucion P soportada en el compacto
=EC Rf_, que la o-dlgebra asociada F es boreliana, y que la muestra p', . .., p~ de p es
iid, se tiene que R

Iy — 9*

D(Sy,S) — 0

cuando N — oc.

Analisis estadistico

Buscamos aplicar el algoritmo de la seccion para encontrar, con el problema
SAA (3.47), soluciones que minimicen el gap de optimalidad del problema de mini-
mizacién de CVaR verdadero (3.46). El algoritmo mencionado es directamente aplicable,
sin embargo se puede ser un poco mds perspicaz y notar que, para un z fijo, el problema
mingegr fy(x,t) admite tomar un tamafio de muestra considerablemente mayor al tamafio
de muestra que admite el problema min e x (er fN(x, t), i.e. el problema SAA (3.47).
Esto, pues el ultimo problema tiene una gran cantidad de variables de decision binarias
y restricciones; en cambio el primer problema tiene una Unica variable de decision, que
es continua, y N restricciones, asociadas a la linealizacién del problema. La idea de fon-
do es con el problema SAA encontrar un plan 7 candidato, y luego obtener un
mejor candidato ¢ resolviendo el problema min,cg fn(T,¢) con una muestra de tamafo
N’ considerablemente mayor. De esta manera se puede obtener un mejor candidato (7, t) a
solucién del problema real (3.46). Se propone explotar este recurso siguiendo la siguiente
modificacién del algoritmo de la seccién
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Algoritmo de bisqueda estadistica de soluciones

0. Definir parametros de tamafios de muestra N y N’, N’ > N, nimero de repeti-
ciones M, y nivel de confianza (1 — «) € (0, 1).

1. Tomar M colecciones de muestras iid de tamafio N: p'™, ..., pN" m =1,..., M,
todos iid entre si. Resolver M aproximaciones SAA con las M colecciones
de muestras iid de tamafio NV:

I =  min N(x,t
N zeX, teR f ( )
m = 1,..., M.Obtenemos en particular 7', . . ., 7™, M candidatos a minimizadores

para el problema verdadero (3.46).

2. Calculo de cota inferior para ¥* = min,cx er f(2,1), el valor objetivo del proble-
ma verdadero (3.46). Calculamos

— L M
UNM =

~9
ON,M

m
=1 N
M A — 2
ml N_UN,M)]

I
Sl iIH

Se tiene que
Lyy i =0nm — tam—10N,M

es cota inferior inferior de 9%, con confianza (1 — «).

3. Célculo de cota superior para 9*. Tomamos una muestra iid de tamafio N’, p*, ..., pV'
del parametro incierto p, que ademds sea independiente de las muestras del paso 1.
Para cada plan 7", m = 1, ..., M, realizamos lo siguiente.

3.1 Obtenemos ¢ de resolver el problema

min Far (@™ 1),
3.2 Calculamos
fN’ (fm7 Zm> = % Zf{;vzl F(fm, %m, pk)
~ [—m T N’ —m M T /=m M 2
o (T ") = [ﬁ >y (F(x A8 — fa (@ ))
Se tiene que
P @) + za0 w0 (T, ") (3.48)
es cota superior, con confianza (1 — «), de mingeg f(Z™,t), y entonces de 9*

también.
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4. Eleccién de solucidon con menor cota para gap de optimalidad f. Para cada can-
didato 7", m = 1,..., M, es cota superior, con confianza (1 — «), para el gap de
optimalidad Gap(z) := mineg f(x,t) — 9*:

Py @™ F™) = Tt + 200 [0 (T ") + 5y (3.49)

Usamos como mejor candidato a solucién 6ptima del problema verdadero (3.46)) la
solucién " que de la menor cota superior estadistica para el gap de optimalidad.

Como se vera en las sucesivas secciones, tienen una estructura andloga a la del prob-
lema de minimizacién de CVaR los modelos MCH y MCH-¢, asi como también las ver-
siones con recourse de los modelos de CVaR, MCH y MCH-¢. Esto permitird que el
algoritmo anterior pueda ser usado también para encontrar soluciones en dichos modelos,
cambiando obviamente los problemas “verdaderos” y su aproximacion SAA de manera
acorde a cada enfoque. Asi, con el fin de no ser innecesariamente repetitivos, haremos
referencia a este algoritmo en las sucesivas secciones, dejando en claro siempre cudles
parametros del algoritmo hay que modificar para hacerlo aplicable al modelo en cuestién

Hacemos notar que se podria pensar que si en una iteracién m* € {1,..., M} se
minimiza la cota superior (3.48) entonces en tal iteracion también se minimiza la cota
(3.49). Sin embargo esto no es cierto si on.m > 0, lo cual es esperable. En efecto, la
pregunta a responder basicamente es si, dados z,y,a € R, u,v,b,0 > 0 cualesquiera,
se tiene que si  — y < §(v — u) entonces v — y < §(v/v? + b2 — Vu2 + b?). Esto
no es en general cierto, pues es falso que para todo «/, v, b > 0 se tenga v' — v/ <
\/U/Q + b2 — \/u/Q + b2,

3.2.2. Modelo MCH

Recordemos que, dado un nivel de riesgo ¢ € [0,1] y una muestra p', ..., p" del
parametro p, el problema MCH “original” es
Iy = mi ix —I1 .
Un miy méx (z,p), (3.50)

donde U, :=p+ (1 —€) (conv({p',....p"}) D) yp = % Zivzl p*. Por Proposicién
tenemos que este problema original es equivalente a

N

Iv=min S [e (—TI(x, p) + (1 — €) (t+1/LN[—H(x,p)—t]+)1. (3.51)

Podemos ver este ultimo problema como la aproximacién SAA, al usar la muestra
o', ..., pY, del problema

vim g B e () + (-0 (¢4 e -a)] . 6
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el cual, notemos, depende del tamaino N de la muestra. Inspirados en esto llamaremos al
problema (3.52)) problema MCH “verdadero” y al problema (3.51)) aproximacion SAA del
problema verdadero.

El presente enfoque se propone para poder usar los resultados de la seccion Si
bien éste es bastante limitado —estamos proponiendo aproximar un problema estocastico,
que depende de un parametro N, usando una muestra de tamafio N—, esto nos permi-
tird obtener finalmente un criterio de seleccion de soluciones “estadisticamente mejores”
para el problema MCH original.

Usamos la notacién de la seccién §3.1.1]y notamos

Fla,t,p) = e (~T(z,p)) + (1 o (t b oyl - ﬂ*) |

f(l",t) =E [F(ZBJ,p)] )

y, dada una muestra p', . .., p"v del pardmetro p,

~ ]_ N
(e t) =5 > F(x,t,p").
k=1

Asi, el problema MCH verdadero (3.52) es equivalente a

}‘V:ml’tn flx,t) st. ze X, teR,

y su aproximacion SAA (3.51) es, equivalentemente,

Oy = mitn J/”\N(x,t) st. e X, teR.
Denotamos también como S al conjunto de soluciones 6ptimas del problema verdadero
li y S al conjunto de soluciones 6ptimas del problema SAA (3.51).

Consistencia: para el modelo MCH obviamos el andlisis de convergencia del problema
SAA (3.5T)) al problema verdadero (3.52)) al hacer crecer el tamafio de muestra N, pues
tanto ¥y como ¥} dependen de N. Por otro lado, una pregunta razonable a hacerse es
si, en algun sentido, la interpretacion geométrica del problema MCH original con-
verge; sin embargo esto sale del alcance de la teoria y practica de la técnica SAA para
problemas de optimizacidn estocdstica.

Analisis estadistico

Buscamos aplicar el algoritmo de la seccién §3.1.1| para encontrar, usando la aproxi-
macién SAA (3.51)), candidatos a soluciones para el problema verdadero (3.52) que min-
imicen, estadisticamente, el gap de optimalidad entre la aproximacion SAA y el valor
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6ptimo del problema verdadero. Como se mencioné antes, este enfoque es bastante limi-
tado, pues estamos aproximando el problema verdadero, que depende de N, usando una
muestra de tamafio N. No obstante su obvia sub-optimalidad, igualmente es un enfoque
vdlido, y en particular también serd valido aplicar el algoritmo de para seleccionar
sus estadisticamente mejores soluciones.

Al adaptar el algoritmo de al modelo MCH también podemos separar la elec-
ci6n del mejor candidato a plan T de la eleccion del mejor candidato ¢, de manera andloga
a lo hecho en el anélisis estadistico del modelo de CVaR, en En consecuencia, el
algoritmo de §3.2.T]es perfectamente aplicable al modelo MCH, siempre que se redefinan
en dicho alg 0r1tm0 los siguientes términos: el problema Verdadero ahora correspondera al
problema (3.52), la aproximaciéon SAA al problema (3.51), y usaremos 9%, In, F, fs fN
segun la deﬁmclon que se dio para el enfoque MCH, al inicio de esta sub-seccion.

Hacemos notar finalmente que cuando e = 1 el problema verdadero (3.52)) no depende
de N, pues es simplemente minimizar las pérdidas esperadas. Particularmente, el algorit-
mo de seleccion de soluciones entregard la solucidon que, estadisticamente, sea el mejor
minimizador en el problema de minimizar la pérdida esperada.

3.2.3. Modelo MCH-¢

Recordemos el modelo MCH-¢ y su aproximacion SAA, ambos introducidos en
Dado un nivel de riesgo € € (0, 1] el problema MCH-¢ era

1
* . , _ _ . _ 1t
U= xEI)I(l,l?ERE {e( (z,p)) + (1 —¢€) (t + e[ (z, p) — ] )] (3.53)
Y dada una muestra de tamafio N del pardmetro incierto p, p*, ..., p~, la aproximacién

SAA del problema MCH-¢ era

N 1 XN

Gyi= win +>° [e(_n(x,p))+(1_e) (t+%[—n(x,p)—t]+>] (3.54)

Nuevamente, usamos la notacién de la seccion §3.1.1}

A | =

Fla,t,p) = e (~T(w,p)) + (1 — o (t e ) - t1+) |

fz, 1) == E[F(z,t,p)],

y, dada una muestra p', ..., p"¥ del pardmetro p,

Fa(a,t) = % ZF(x,t, o).
k=1
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Asi, el problema MCH-e verdadero (3.53)) es equivalente a

U =min f(z,t) st. ze€ X, teR,

x,t
y su aproximacién SAA (3.54) es, equivalentemente,

Oy = ml'tn fN<$,t) st. e X, teR.
Denotamos nuevamente, S al conjunto de soluciones 6ptimas del problema verdadero
3)y S ~ al conjunto de soluciones Optimas del problema SAA l)

Consistencia

Queremos verificar la consistencia de los estimadores SAA . NY §N. De manera
andloga a lo hecho para la consistencia del modelo de minimizaciéon de CVaR en
aqui buscamos aplicar primeramente el Teorema|3.1.3| para lo cual consideramos el con-
junto C' := X X [T, —x|, donde

= I
7 := min minll{z, p)

= 11
T o)

Como se argument$ en dicha sub-seccién, 7 y m son finitos, esencialmente porque el
vector de leyes p estd soportado en el conjunto = compacto y X es de cardinal finito.

Veamos primeramente que toda solucién dptima al problema verdadero (3.53) y al
problema SAA estd contenida en C', cuando la muestra de p se distribuye segun la
distribucién P. En efecto, procedemos como se razoné en y consideramos primer-
amente N > 1 entero, z € X y p € = cualesquiera. Recordando que

F(x,t,p):=—ell(z,p) + (1 —¢) (t + %[—H(m, p) — trr)

se tiene para todot < -7y p € = que F(z,t,p) > F(x,—7,p) y paratodot > —my
p € Eque F(x,t, p) > F(x,—7, p). Sigue que

E[F(z,—7,p)] < E[F(z,t,p)] Vee X, t < -7,
E[F(z,—m,p)] < E[F(z,tp)] VzeX t>-m,
Y N N
> Flz,—m,p) < %3 Fla,t,p) Vee X, t < -,
%Zgle($7 _Evp) < %Zgle(x,t,p) V$€X, t> -
para cualquier muestra p', ..., p» de p en =. Luego, claramente

9* = min E[F(x.t
[nin, [F(x,t)]
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~

N
1
Iy = min — Y F(z,t,p").
N = min Nk; (2., p")

El argumento sigue idéntico al usado en la seccion de consistencia del modelo de
CVaR, Asumimos que la muestra de p es iid y aplicamos el Teorema [3.1.3|usando
el conjunto compacto no vacio C. En efecto, trivialmente F'(-, -, p) es continua en todo
(xz,t) € C, paratodo p € =, y también F(z,t,-) es integrable, para todo (z,t) € C.
Obtenemos asi que f(z,t) es finita y continua en C, y que fN(x, t) converge a f(x,t),
c.s., uniformemente en C, con lo que la Proposicién y Teorema nos aseguran
la consistencia del problema SAA para el modelo MCH-¢. Esto demuestra la siguiente
proposicion.

Proposicion 3.2.2. Consideramos, para un nivel de riesgo dado ¢ € (0, 1], los proble-
mas MCH-¢ verdadero y su aproximacion SAA (3.54). Asumiendo que el vector de
leyes p se distribuye segiin la distribucion P con soporte compacto = C Rf_ y o-dlgebra

boreliana, y ademds que la muestra p*, . .., p* de p es iid, se tiene que
1/9\]\[ — *
y N
]D)(SN, S) — 0

cuando N — oo.

Analisis Estadistico: Para realizar el andlisis estadistico de bisqueda de soluciones que
minimicen el gap de optimalidad reutilizamos el algoritmo de §3.2.1|del modelo de CVaR,
al igual que lo se hizo con el modelo MCH. Para que dicho algoritmo encuentre soluciones
en el caso del modelo MCH-¢, debemos reinterpretar varios parametros del algoritmo: el
problema verdadero ahora corresponderd al problema (3.53), la aproximacién SAA al
problema , y usaremos v*, Oy, F, f, fy segun la definicién que se dio al inicio de
esta sub-seccion.

Se obtiene asi un algoritmo para seleccionar, con el problema SAA (3.54), una solu-
cién al problema verdadero (3.53) que minimiza hasta cierto punto el gap de optimalidad,
y también cotas superiores e inferiores estadisticas para v*.

3.2.4. Modelo de minimizacion de VaR

Dado un nivel de riesgo € € (0,1) el modelo de minimizacién de VaR, recordemos,
era
v = min oz st P(I(z,p)+2<0)<e x€X. (3.55)

T,z
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Y dada una muestra p', . . ., p"¥ del pardmetro incierto p, la aproximacién SAA del modelo
es
N
J = min 2z st iZI (I(z,p) +2) <e, z€X (3.56)
N . gt L N £ (—00,0) , P N €, . .

Siguiendo la notacién de la seccién §3.1.2} definimos

f(z,2) = =
Clz,z,p) = —(x,p)—=z
p(x,z) = P(C(z,z,p)>0) |
ﬁN(xa Z) = %Zjv=1 1(0,00) (C(x,z,pj))

donde p, ..., p" es una muestra del pardmetro p. Con esto, el problema (3.53]) de mini-
mizacion de VaR con nivel de riesgo € es equivalente a

U = min  f(z) st p(z,z)<e x€X,

T,z

y su aproximacién SAA es equivalente a

Oy = min f(z) st pn(z,2)<e z€X.

T,z

Definimos también como S al conjunto de soluciones optimas del problema verdadero
(3.33) y Sy al conjunto de soluciones Gptimas del problema SAA (3.36).

Consistencia

Para asegurar la consistencia del problema SAA basta aplicar la Proposicién En
nuestro caso esta ultima proposicion queda de la siguiente manera.

Proposicion 3.2.3. Supongamos que el vector de leyes p se distribuye segiin la distribu-
cion P con soporte compacto = C Ri y o-dlgebra boreliana. Si la muestra p*, . .., p~
del vector de leyes p € RE es iid 'y se cumple la siguiente condicion

(a’) existe solucion optima v* € X al problema verdadero (3.53)) tal que F_1j(,+ ), la
funcion de distribucion acumulada de la variable aleatoria —11(x*, p), es tal que el
conjunto F :1}1(93* ({1 — €}) tiene interior vacio

entonces @N —*yD <§N, S) — 0 cuando N — oc.
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Demostracion. Primeramente notemos que trivialmente en nuestro problema la funcién
objetivo es continua y C' es Carathéodory en (z, z, p) si la o-dlgebra asociada a p es
boreliana. Ahora, andlogo a lo hecho para la consistencia del modelo de minimizacién de
CVaR en consideremos el conjunto K := X x [—7, —x], donde

= mi inII
x := min minIl(z, p)

o i I ol
TR )

Se tiene que K es compacto, pues X es de cardinal finito y el vector de leyes p estd so-
portado en el conjunto = compacto, con lo que 7 y 7 son finitos. Sigue que en los
problemas (3.55) y (3.56) nos podemos restringir a K, cuando la muestra de p se dis-
tribuye segtn la distribucién P. En efecto, para todo x € X y todo z < —T7 se tiene
p(x,z) = pn(x,2) =1 > ¢, con lo que (—oo, —7) no es parte del conjunto factible para
2z en los problemas y (3.36)); y también, para todo x € X y todo z > —, se tiene
p(z,2) = pn(z,z) = 0 < ¢, entonces, como estamos minimizando z, basta restringir z al
conjunto [—7, —7].

Por tltimo, es facil verificar que la hipétesis (a) de la Proposicion es equivalente a
la hipétesis (a’) en nuestro caso. Primero, como X C {0, 1}28 entonces (a) es equivalente
a que exista * solucion optima al problema verdadero (3.55) tal que para todo § > 0
existe z € R tal que |z — 2*| < § y tal que P(I1(z*, p) + z < 0) < e. Como se tiene que
2* = min{z : P(II(z*, p) + 2 < 0) < €} y que P(II(z*, p) + z < 0) es decreciente como
funcién de z, entonces la condicién (a) es equivalente a que para todo § > 0 se tenga
P(II(z*, p) + z* + 0 < 0) < ¢, o equivalentemente, P(—II(z*, p) < 2*+ ) > 1 — €. Esto
es, Flriz=p)(2* 4+ 0) > 1 — e para todo 0 > 0, de lo que se concluye que las condiciones
(a) y (a’) son equivalentes. ]

Hacemos notar que lo que exige la condicién (a’) es que la funcién de distribucion
acumulada de —TII(z*, p) no tenga una “meseta” o “planicie” en el nivel 1 — e.

Analisis estadistico

Buscamos aplicar el algoritmo de la seccién §3.1.2| de buisqueda soluciones dptimas
que minimicen el gap de optimalidad entre el problema aproximado (3.56) y el problema

real (3.55).

Notemos que la naturaleza de nuestro problema nos permite tomar una cota superior
estadistica mas ajustada que la que se calcula en el paso 4. del algoritmo de §3.1.2| Para
ello consideramos el siguiente resultado.

Lema 3.2.4. Sea x € X un plan, p*,...,p" una muestra iid de p y 1 — [ un nivel
de confianza. Definamos 7; := Il(x,p’), j = 1,..., N'. Consideremos el problema de,
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dada la muestra de tamario N', calcular la menor cota superior estadistica, con confianza
1 — B, para VaR.(x) = min,eg z s.t. P(I(x,p) + 2 <0) < e

z¥:= Inf =z
Z,K

st k=30 Lo (—1(x, p) — 2) (3.57)
sup,eppu{ v+ Xj o1 -v)N I 28} <e

Se tiene que el valor objetivo de es

*

2 = T (k*41),
donde
K i=méx{ kK € N : Zeﬂ N'=i<pB}
Y7,y j =1,..., N, sonlos estadisticos de orden de T, . . ., my, i.e. Ty < ... < 7).

Demostracion. Primeramente, notemos que, dado x > 0, la restriccion

N/
;‘;ﬁ]{”?;(ﬂ “—”N”ﬁ}

i (]jv) i1V < B, (3.58)
7=0

pues W, ni(v) := 37 (v7(1 — v)N'~J es estrictamente decreciente en v € [0, 1], salvo si
k = N'. El caso k = N’ no nos interesa pues no es una solucion factible del problema

(3.57).

Segundo, como

es equivalente a

K =kK(z):= Zjvzll L(o00) (—TI(2, ) = 2)
= #{jG{l,...,N’} : —Z>7T(j)}

es decreciente en 2z entonces queremos encontrar el maximo « tal que se satisfaga (3.58)).
_ N’ N'—j
Sea r* tal k,i.e. K" = max{r €N : }°° 0( Jel(1—e)N' 77 < B}

Consideremos primero el caso 7.y < 7(.-11). Se tiene que z satisface x(z) = K*
ssi 2 € [—T(x*41); —T(x+)), lU€gO 2* = —m(,+41). Consideremos ahora el caso 7+ =
T(++1)- NOtemos que z := —7(,+41) es factible para (3.57), pues

K(=Teeiny) = #{ 7 €{1,...,N'} - n+1)>7ra)}<"€
y entonces, por definicién de x*, r(—m(441y) satisface (3.58). Mds atn, z es Gptimo, pues
V6 > 0 se tiene que k(—m(-1) — 0) = #{ j € {1,.. N’} (wr1) + 0 > 75 } >
k* + 1, con lo que no satisface (3.58).
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Aprovechando esta ventaja estructural que posee nuestro problema, se propone el sigu-
iente algoritmo de busqueda y seleccion de soluciones x € X que minimicen el gap de
optimalidad del modelo de minimizacién de VaR con nivel de riesgo e.

0.

Definir parametros de tamafios de muestra N'y N’, con N’ > N, ndmero de repeti-
ciones M y nivel de confianza (1 — ) € (0, 1).

. Tomar M colecciones de muestras iid de tamafio N: p&™, ... pN™ m=1,..., M,

todos iid entre si. Resolver M problemas SAA de tamafio N:

Jm. = min 1 II(z <eN
&N reX, zeR Z T 0) p] ) ) - ’
param = 1,..., M. Obtenemos, en particular, M candidatos a solucién: 7%, ..., 7M.

. Calculo de cota inferior para 9*, objetivo de (3.55). Ordenamos los valores 196 "N

=1,..., M, de menor a mayor, 195,}\1 <...< 19&7]\, . Definimos

Oy = b(|eN];e,N)
L = max{LeN : b(L—-1;0y,M) <}

Se tiene que 1/9\26\), es cota inferior de ¥*, con confianza (1 — f3).
. Célculo de cota superior para 9*. Tomamos una muestra iid de tamafio N’, p*, ..., pV'

del parametro p. Adicionalmente esta muestra es independiente de las muestras
tomadas en el paso 1. Para cada 2™, m = 1,..., M, calculamos la solucién z™

de (3.57) segin el lema [3.2.4] Se tlene que Z™ es cota superior para VaR (7™), y
entonces para ¥* también, con confianza (1 — f3).

Cota superior para el gap de optimalidad VaR.(Z™) — ¢*. Para cada iteracién m =

1,...,M,z™ — 19( z\)/ es cota superior, con confianza (1 — ), para el gap de opti-
malidad VaR (z™ ) (VA

Usamos como mejor candidato a solucién 6ptima del problema de minimizacion
de VaR. real (3.55) la solucién ™ que de la menor cota superior para el gap de
optimalidad.

3.3. Analisis SAA para modelos con recourse

Recordamos el modelo basico de planificacién con recourse introducido en §2.2.1]

maxze —(v%)'at+ Q(z¢, p)
sa. xt <uxf V(a,b) € P
(Ce)txe S Be
z¢ € {0,1}%
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donde
Oz, p) = méx (WPp—vP)aP
s.a. P < z°
(cP)taP < BP
aP € {0,1}5

Como dijimos en dicha seccidn, en este paradigma multi-etapa el plan de procesamiento
xP € {0, 1}5 se ajusta para maximizar el beneficio que supone elegir el plan de extraccién
z¢ € {0, 1}8 . Es decir, la variable de segunda etapa z” es un recurso, o “recourse” en
inglés, de la variable de primera etapa x°.

Recordemos las definiciones de de funcién de beneficio con recourse IT* hecha
en (2.9):
TR (z°, p) := —(v°)'2® + méxe (WPp — vP)'a?
s.a. P < x°
(Cp)tzp < BP
zP € {0,1}8

y del conjunto X ¥ de planes (inicamente) de extraccién factibles hecha en (2.10):

B . ¢ €{0,1}F : 2¢ <af V(a,b) € P
T (Ce)txe S Be :

Notamos que solamente la funcién objetivo IT1? depende del parametro p € RZ, y que
ahora I1%(-, p) y I1¥(z, -) ya no son necesariamente lineales o lineal-afines.

Introducimos ahora incertidumbre asumiendo que el parametro p € RZ, de ley de
los bloques, no es determinista. Nuevamente asumimos que p sigue una distribucion es-
tocdstica P, no necesariamente conocida, soportada en un conjunto compacto = C Rf.
Ademas asumiremos que la o-algebra F asociada es boreliana. Los siguientes resultados
nos permitirdn posteriormente establecer la consistencia de los enfoques de optimizacién
bajo riesgo en este nuevo contexto de beneficio con recourse.

Propiedad 3.3.1. Consideremos 117¥ definido como en (2.9).

1. Si el soporte de la distribucion de p es un compacto = C Rﬁ y la o-dlgebra F
es boreliana entonces 111 (z¢,-) € L>*(Z,F,P) para todo z¢ € [0,1]5, donde
(2, F,P) es el espacio de probabilidad asociado a p.

2. IE(-, p) : XB — R se puede extender continuay céncavamente a [0, 1], para todo
p € RE,

Demostracion. Para 1. como = es compacto y F boreliana entonces basta demostrar que
[1%(z¢, ) es continua en RZ. En efecto, fijemos 2¢ € {0, 1}7 cualquiera y definamos

Y = {2 € {0,1}F : 2P < 2°, (F)'a? < B},
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Se tiene que

(2% p) = —(v°)'z°+ rr;éi/i(pr — o) P
xPe
= —()'2°+ mix (WPp—oP)aP
zPeconv(Y)

donde conv(Y') es la envoltura convexa de Y, y la ultima igualdad viene de que (W?p —
vP)'azP es lineal en 2” e Y es finito. Sigue que por dualidad max,»ccony(y)(W?p — vP) 2P
es continua en p, con lo que en particular IT#(z¢, -) es continua.

Para 2. reconsideramos el conjunto X de planes de extraccion y procesamiento factibles,
(z¢,2P) € {0,1}%8 : 2¢ <af V(a,b) €P

(Ce)tl,e S Be

P < x°

(Cp)tmp < Bp

y X := conv(X) su envoltura convexa. Veamos que

ﬁR(xe, p) = —() 2+ mix (WPp—vP)a?
(z€,zP)eX
es una extension continua y céncava de I1% a [0, 1]5.
En efecto, primero notemos que IT%(z¢, p) = —(v°)'2® + maxge 4pyex (WPp — vP) 2P

para x¢ € X%, También, dado 2¢ € X%,

{y:(a°y) € X} =conv({y: (¢°,y) € X})

con lo que méx e zryex (WPp—0P)'a? = méx e oy (WPp—0P)ta?, y entonces [17(2°, p) =
" (2°, p) para todo z¢ € XF.

Ahora veamos que ﬁR(-, p) : [0,1]% — R es continua y céncava. Sea ¢ € [0, 1]®
y tomemos w € R? cualquiera. Como X es politopo, se tiene que MEX (ye 1p)eX whz? es
igual a
MaxX, » wia?
sa. a€RY

donde {(z%,y") }i=1...n €s la coleccion de vértices de X. Este dltimo problema es equiva-
lente a
max,, Zfil a;(why?)
sa. ae€RY

Zﬁil Qi =
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que es un problema lineal continuo con solucién finita. Por dualidad, claramente este
ultimo problema es continuo y céncavo en el parametro x¢. Luego, en particular para
w = WPp — 0P, MaxX e e (WPp — vP)'a? es continuo y céncavo en z¢ € [0, 1]7, con

—R o
lo que IT (-, p) también. O
La propiedad anterior nos da el siguiente resultado como corolario, el cual serd esen-

cial para la consistencia de los modelos de optimizacion bajo riesgo y con recourse.

Corolario 3.3.2. Si la o-dlgebra F es boreliana entonces la funcion de beneficio con
recourse 117 : X® x = — R puede ser extendida a una funcion de Carathéodory en
0,1]5 x =.

Finalmente definimos un conjunto que usaremos frecuentemente.

Propiedad 3.3.3. Definiendo el conjunto K := X® x [—7%, —x %], donde

71 = méax max 1% (a2, p)
zec X R peE
y
ot = min minI1%(2°, p),
zec X R pe=E

se tiene que éste es compacto.

Demostracién. Viene de notar que 7% y ¥ son finitos, pues = es compacto y [1%(z, -) es
continua —ver demostracién de Propiedad parte 1.—, y ademds X ¥ es finito. O

3.3.1. Modelo de minimizacion de CVaR con recourse

Dado un nivel de riesgo € € (0, 1], recordemos el modelo de minimizacién de CVaR
con recourse, el cual introdujimos en §2.2.2}

v xcer)?fglteﬂ{ B {t * % (—HR(xe, 2 t) ﬂ ‘ (360
Ademais, dada una muestra del parametro incierto p', . .., pV, su aproximacién SAA es
0 , 1 = 1 Ri, e .k +
oL N2 RO RUN R

Usamos la notacién de la seccién §3.1.1]y notamos
1 R +
F(l’,t,p) :t+z[_H (l’,t,p)—t] )

f(fE,t) =K [F({E,t,p)] )
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y, dada una muestra iid p', ..., p"¥ del pardmetro p,

N 1 X
fu(w,t) =5 Flatpb).

k=1

Bajo esta notacion el problema de minimizacion de CVaR con recourse (3.60) es

9* =min  f(2%t) st 2°€ XF teR,

x€,t
y su aproximacion SAA (3.6]1) es

Oy = m'? ]/C\N(.Te,t) st. 2°e X teR

Definimos S como el conjunto de soluciones Optimas de 1} en X¥ xRy §N el
conjunto de soluciones optimas del problema SAA (3.61).

Consistencia

Proposicion 3.3.4. Consideramos, para un nivel de riesgo dado € € (0, 1], los problemas
de minimizacion de CVaR con recourse verdadero (3.60) y su aproximacion SAA (3.61).
Asumiendo que el vector de leyes p se distribuye segiin la distribucion P, soportada en

un compacto = C ]Rf_ y con o-dlgebra F boreliana, si la muestra p*, ..., p* de p es iid,
entonces R
U N — I
y .
D(S N, S ) — 0

cuando N — oco.

Demostracion. La demostracion es andloga a la hecha para consistencia del modelo CVaR
sin recourse, es decir, aplicamos los resultados de consistencia de Primeramente,
es facil notar que podemos considerar tanto el problema verdadero (3.60) como su aprox-
imacion SAA como usando la funcién de beneficio de Carathéodory del Corolario
3.3.2]y restringida al compacto X' C X R » R. Usando Teorema obtenemos que f
es finita y continua sobre K, y que fy converge, con probabilidad 1, a f uniformemente
en K. Concluimos usando la Proposicién[3.1.1]y Teorema[3.1.2 [l

Analisis estadistico

Usamos el mismo algoritmo de §3.2.1] del modelo de CVaR sin recourse, para en-
contrar soluciones estadisticamente mejores y también una estimacion del gap estadistico
entre el problema SAA (3.61) y el problema verdadero (3.60). El algoritmo del modelo
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CVaR sin recourse es aplicable a la version con recourse pues €ste no requeria que la fun-
cién de beneficio I1¥ tuviera alguna estructura en particular, o siquiera que el problema de
optimizacion fuera computacionalmente tratable. Y naturalmente, si bien en My X
eran los beneficios y planes sin recourse, en esta secciéon I1¥ y X% son sus contrapartes
con recourse, i.e. como se definieron en (2.9) y (2.10) respectivamente. Para que dicho
algoritmo sea aplicable al presente modelo, en el algoritmo se debe usar F', fy fy co-
mo se definieron al inicio de esta seccion, y también ahora el problema verdadero serd el
problema (3.60), y la aproximacién SAA serd el problema (3.61).

3.3.2. Modelo MCH con recourse

Dados una muestra iid p', ..., p» de p y un nivel de riesgo ¢ € [0, 1], consideramos el
problema MCH con recourse, introducido en §2.2.3|

N N
9. . 1 R(, e k + 1 R(, e .k
Jy:= min (1—¢) <t+m2[—ﬂ (x¢, p%) — ] >—|—EN;—H (x¢, p").

ze€ X B tcR T
(3.62)
Podemos ver este problema como la aproximacién SAA, usando la muestra p', ..., p",
del problema para p en el espacio de probabilidad (=, F,P)
¥y := min (1 — €)CVaRyn(—11%(2% p)) + eE(-11%(2¢, p)). (3.63)

reeX R

Llamamos al problema (3.63) problema MCH con recourse verdadero, y al problema
(3.62) aproximacion SAA del problema verdadero.

Andélogo a lo argumentado en para el modelo MCH sin recourse, este enfoque
es bastante limitado pues estamos aproximando el problema estocastico (3.63)), que clara-
mente depende de N, usando una muestra de tamafio /N. Sin embargo, lo usamos pues
nos permitird obtener finalmente un criterio de seleccion de soluciones “estadisticamente
mejores”.

Usando notacién de §3.1.1} definimos

Fla,t,p) = ¢ (—-T1%(z,p)) + (1 — ) (t + oyl ) - t]*) ,

y, dada una muestra p*, . .., p%,

Asi, el problema MCH verdadero (3.63)) es equivalente a
v=min  f(z%1) st o2t XE teR,
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y su aproximacion SAA (3.62) es, equivalentemente,

Iy = mel'? fN(xe,t) st. 2 XEB teR.

Denotamos como S al conjunto de soluciones 6ptimas del problema verdadero y 5 N al
conjunto de soluciones 6ptimas de su aproximaciéon SAA.

Consistencia: Andlogo a lo sucedido para el modelo MCH sin recourse, obviamos el
andlisis de convergencia del problema SAA al problema verdadero (3.63), pues
tanto ¥y como 5, dependen de N. Carece de todo sentido entonces preguntarse si ¥y
converge a ¥, cuando N — oo.

Analisis estadistico

Usamos el algoritmo de para encontrar soluciones al problema MCH con re-
course que, estadisticamente, minimicen el gap de optimalidad entre el problema ver-
dadero y su aproximaciéon SAA. Debemos redefinir en dicho algoritmo F', f y fy como
se definieron al inicio de esta sub-seccion, y también el problema verdadero ahora corre-
sponderad al problema y la aproximacién SAA al problema (3.62)).

3.3.3. Modelo MCH-¢ con Recourse

Dado un nivel de riesgo € € (0, 1] el problema MCH-¢ con Recourse es

1

9 := min E [e (=% (2%, p)) + (1 — €) (t + = [-10%(z°, p) — t]*)] (3.64)
rec X B, teR €

Dada una muestra del parametro incierto p de tamafio N, p', ..., pV, la aproximacién

SAA del problema MCH-¢ con Recourse es

1 ZN 1
N = xeer)?’g?teﬂa N k=1 {E <_HR(Q:6’ pN+l=e (t " E[—HR($67P) N t]+)} '
(3.65)

Nuevamente, usamos la notacién de §3.1.1]
R 1 R +

f(xvt) =E [F(ZUJ,p)] )
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y, dada una muestra p*, . .., p%,

N 1 X
fu(w,t) =5 Flatpb).

k=1

Asi, el problema MCH-¢ verdadero (3.64)) equivale a

9* =min  f(2%t) st 2°€ XF teR,

x€,t
y su aproximacion SAA (3.65) a

Oy = m? J?N(xe,t) st. 2°e X teR

mE
Denotamos S al conjunto de soluciones éptimas de |b y S ~ al conjunto de soluciones

Optimas de (3.65).

Consistencia

Proposicion 3.3.5. Consideramos, para un nivel de riesgo dado € € (0, 1], los problemas
MCH-¢ con Recourse verdadero (3.64) y su aproximacion SAA (3.63). Asumiendo que el
vector de leyes p se distribuye segiin la distribucion P, soportada en el compacto = C ]RE

y con o-dlgebra F boreliana, si la muestra p', . .., p* de p es iid entonces se tiene que
1/9\]\[ — *
y .
D(SN, S) —0

cuando N — oc.

Demostracion. El argumento es el mismo que el dado para la Proposicién [3.3.4] de con-
sistencia de la aproximacién SAA del modelo CVaR con recourse. [

Analisis Estadistico: Para seleccionar en el modelo MCH-¢ con recourse soluciones
que, estadisticamente, minimizan el gap de optimalidad entre el problema verdadero y
su aproximaciéon SAA, usamos una vez mas el algoritmo de Para hacer dicho
algoritmo aplicable al presente modelo tomamos en €l las funciones F', f y fy como se
definieron al inicio de esta sub-seccidn, y también ahora el problema verdadero sera el

problema (3.64) y su aproximacién SAA el problema (3.65).
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3.3.4. Modelo de minimizacion de VaR con recourse

Dado un nivel de riesgo ¢ € (0, 1), recordemos el modelo de minimizacién de VaR
con recourse introducido en §2.2.1]

9 = mih z st P(II%(a%p)+2<0)<e 2°e X" (3.66)
Ademds, dada una muestra p', . . ., pV de p su aproximacién SAA era
~ 1 &
dy = min oz oSt jzl L ooy (TTR(z%,p) +2) <€, 2°€ XE. (3.67)

Siguiendo la notacién de §3.1.2| definimos

flz,2) = =z
Clz,z,p) = —I(z,p) -z
p(z,z) = P(C(z,z,p) >0) |
ﬁN(xa Z) = %Z;V:l 1(0700) (C([E,Z7p]))

donde p!, ..., p" es una muestra del pardmetro p. Asi, el problema verdadero (3.66) es
equivalente a

9* = min  f(z) st p(a®z2) <e 2°€ XE

e
€z

y su aproximacion SAA equivalente a

Jy = min f(z) st pny(a%2) <e 2°€ XE

x€,z

Definimos también como S al conjunto de soluciones Gptimas del problema verdadero
y Sy al conjunto de soluciones Gptimas del problema SAA (3.67).

Consistencia

Como lo realizado en el caso del modelo VaR sin recourse, la consistencia viene de
aplicar la Proposicion Obtenemos un resultado absolutamente analogo al de consis-
tencia para VaR sin recourse en §3.2.4

Proposicion 3.3.6. Consideremos el problema verdadero de minimizacion de VaR con
recourse y su aproximacion SAA (3.67), donde 117" y X% son como en y
2.10), respectivamente. Supongamos que p estd soportado en un compacto =y su o-
dlgebra asociada F es boreliana. Si la muestra p*, . .., p~ es iid y se cumple la siguiente
condicion
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(a”) existe solucion dptima x>* € X" al problema verdadero (3.66) tal que F_yin(ye.« ),

la funcion de distribucion acumulada de la variable aleatoria —117%(x%* p), es tal
que el conjunto F__rl[R(ze,* ) ({1 — €}) tiene interior vacio
entonces Uy — 0" y ]D(§N, S) — 0 cuando N — oc.

Hacemos notar que la condicién (a”) pide unicamente que la funcién de distribucién
acumulada de —IT%(2%*, p) no tenga una “planicie” en el nivel 1 — .

Demostracion. Primeramente, es facil ver que podemos restringir tanto el problema ver-
dadero (3.66) como el aproximado al conjunto compacto K, definido en (3.3.3).
También, claramente f(x, z) = z es continua, y C'(z, z) = —I1%(z, p)— 2z es de Carathéodory
pues por Proposicion m 1% es Carathéodory. Luego, basta verificar que la condicién
(a) de Proposicion |3.3.1{es equivalente a la condicién (a”), y la demostracion de esto es
totalmente andloga a la hecha para verificar la equivalencia entre las condiciones (a) y (a°)
en Proposicién[3.2.3 L

Analisis estadistico

Queremos aplicar el algoritmo de la seccion de busqueda soluciones Optimas
que minimicen el gap de optimalidad entre el problema aproximado y el problema
verdadero (3.66). Hacemos notar que, pese a haber cambiado el conjunto factible X7
y la funcién de beneficio II¥ con respecto al enfoque sin recourse, igualmente estamos
estructuralmente en las mismas condiciones que en el caso de VaR sin recourse: podemos
restringir el problema verdadero y el aproximado (3.67) al compacto K,y C' es
Carathéodory. Luego todos los resultados de la sub-seccién son igualmente vélidos
para el caso de VaR con recourse, tomando en cuenta siempre la redefinicion de X # y I1%,
En particular, tanto el Lema [3.2.4| de §3.2.4] como el algoritmo de seleccién de mejores
soluciones estadisticas de dicha seccion siguen siendo validos para el caso con recourse,

con X y I1¥ definidos segtin (2.10) y (2.9) respectivamente.

Se propone entonces el siguiente algoritmo para la bisqueda y seleccidon de soluciones
x¢ € X que minimicen el gap de optimalidad del modelo de minimizacién de VaR con
recourse con nivel de riesgo e.

0. Definir parametros de tamafos de muestra N y N’, con N’ > N, nimero de repeti-
ciones M y nivel de confianza (1 — ) € (0, 1).

1. Tomar M colecciones de muestras iid de tamafio N: pt™, ..., pN™ m =1,... M,
todos iid entre si. Resolver M problemas SAA (3.67) de tamafio NV:

N
g™ = mm z st 1._ IRz, pP™) + 2) < eN
N T jeeXR, zer ]Zl (e (I, ™) 4 2) < €N,
param = 1,..., M.Obtenemos, en particular, M candidatos a solucién: %%, . .., 7M.
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3.3. Anaélisis SAA para modelos con recourse CAPITULO 3. Aproximacién SAA

~

2. Célculo de cota inferior para 9%, objetivo de (3.66). Ordenamos los valores 97"y,

m =1,..., M, de menor a mayor, 1/9\9\, <...< 5&%) Definimos

Oy = b(leN];¢,N)
L = mix{LeN : b(L—-1;05,M) < S}
. L) P *
Se tiene que ¥, y; es cota inferior de 1%, con confianza (1 — 3).

3. Cilculo de cota superior para ©*. Tomamos una muestra iid de tamafio N', p*, ..., p™',
del parametro p. Adicionalmente esta muestra es independiente de las muestras
tomadas en el paso 1. Para cada 7™, m = 1,..., M, calculamos la solucién z™
del problema (3.57) segtin el Lema[3.2.4]en el contexto con recourse, i.e. tomando

en Lema X% envezde X y II® en vez de I1. Se tiene que Z™ es cota superior
para VaR.(Z“™), y entonces para 9* también, con confianza (1 — ).

4. Cota superior para el gap de optimalidad VaR (Z*™) — ¢*. Para cada iteracién
m=1,...,M,zZ™ — 79(5\), es cota superior, con confianza (1 — ), para el gap
de optimalidad VaR (z™) — ¥*.

Usamos como mejor candidato a solucion optima del problema verdadero de mini-

mizacién de VaR, con recourse la solucién Z™ que de la menor cota superior
para el gap de optimalidad.
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Capitulo 4

Experimentos Computacionales

4.1. Descripcion

Nos proponemos ahora comparar los resultados que dan los distintos modelos de op-
timizacidn bajo riesgo propuestos. En primera instancia, nos gustaria que esta compara-
cién respondiera preguntas bdsicas como qué modelo da mejores beneficios, qué modelo
provee una mejor “proteccién” ante la incertidumbre, qué diferencias existen entre us-
ar un modelo neutro al riesgo —e.g. minimizar la pérdida esperada— y usar un modelo
averso al riesgo, qué compensacion hay entre disminuir el beneficio y disminuir el ries-
go, etcétera. Sin embargo, todas estas preguntas no seran faciles de responder pues no
existe una metodologia clara y concluyente para hacer este tipo de evaluaciones. El prob-
lema principal en este &mbito es cudl es realmente la ley de los bloques. Si finalmente
no tenemos manera de conocerla, podemos tratar de responder estas preguntas asumien-
do que sigue alguna distribucion. No obstante, esta solucion es bastante limitada pues
evalua nuestras distintas soluciones solamente en el marco que establece la distribucion
que usemos.

La comparacion que nos proponemos hacer tendrd el escollo adicional de que estamos
haciendo una aproximacién de cada modelo, pues estamos aproximando la distribucion
original del pardmetro p con una muestra de él. Asi, en primer lugar, nuestro problema
aproximado dependerd del modelo que elijamos para obtener una muestra de p. Este no es
un problema trivial pues, como dijimos al inicio de elegimos usar la aproximacion
SAA pues es poco realista asumir que se conoce la verdadera distribucion de p, y sin em-
bargo para obtener una muestra se estaran haciendo necesariamente algunas suposiciones
de cudl es la distribucion real. En segundo lugar, la convergencia del problema aproxima-
do al problema verdadero puede no ser rdpida, traduciéndose en que el comportamiento
impuesto en la muestra no se traduzca fielmente a la distribucidon verdadera. En definiti-
va, apoyarnos en la aproximacion SAA nos obligard a evaluar también como convergen
los distintos modelos propuestos y cudl es el comportamiento que impone cada modelo
aproximado.

74



4.1. Descripcion CAPITULO 4. Experimentos Computacionales

Para hacernos cargo de la mayoria de las incégnitas y dificultades expuestas, usaremos
muestras del pardmetro p tanto para hacer la aproximacién SAA como para representar su
verdadera distribucion. Como hemos discutido aqui, toda evaluacion que realicemos con
este método serd restringida, pues 1) estaremos haciendo inherentemente una hipoétesis
sobre cudl es la distribucién que sigue realmente p, y 2) estaremos evaluando solamente
cudn buena es la aproximacién SAA al modelo asumido para p.

Para los experimentos computacionales tomamos un yacimiento muy pequeiio, de 17
por 26 por 15 bloques, y donde las dimensiones de cada bloque es 10 x 10 x 10 metros.
El argumento para tomar una mina pequefia es que ya sin incertidumbre el problema de
planificaciéon minera es altamente complejo, debido a la gran cantidad de variables que
tiene y el tipo de restricciones que usa, y requiere el uso de técnicas ad-hoc para ser
abordado eficientemente. Luego, preferimos tomar en nuestra evaluacién una mina de
tamano reducido para evitar las complicaciones que surgen cuando el problema tiene un
gran numero de bloques. Esta mina simula un yacimiento de cobre consistente de vetas
mineralizadas, y estd basada en datos reales. Elegimos tomar una mina de tipo veta pues en
éstas el mineral esta depositado de manera discontinua; por ejemplo, una mina sencilla de
este tipo seria una donde el mineral esta totalmente concentrado en un plano que corta el
yacimiento. Usamos una mina con esta caracteristica pues ésta provocard, en principio, los
resultados mds adversos en presencia de incertidumbre, con lo que seria esperable que este
tipo de mina provea los datos mas desafiantes para los modelos bajo riesgo propuestos.

Para esta mina contamos con 20.000 escenarios para la distribucién conjunta de ley
de los bloques. Esto es, cada escenario representa un vector p € R5 de leyes. Estos
escenarios estan basados en la técnica geo-estadistica de Conditional Simulation, y fueron
obtenidos usando el procedimiento expuesto en [ELO6]. Podemos asumir que estos 20.000
escenarios son una muestra iid del vector p de leyes.

En esta mina todos los bordes poseen algin escenario con un bloque con ley positiva,
luego es posible que alguna solucién contemple extraer bloques en el borde. Recordemos
que las restricciones de precedencia del modelo de bloques requiere que para extraer un
bloque se deben extraer también todos los bloques ubicados en un cono —precisado por
las restricciones de precedencia— arriba de €l. Sin embargo si un plan establece extraer
un bloque del borde entonces solamente se requeririan extraer los bloques en el cono
truncado que estd arriba de él. Esto seria un error de modelamiento, pues en la practica
si se desea extraer un bloque en la frontera del yacimiento igualmente se deberian extraer
todos los bloques en el cono encima de él, produciéndose un consumo de capacidad de
extraccion no previsto por el modelo. Prevemos esta situacion y agregamos varias corridas
de bloques extras, con ley nula, en los bordes. Agregamos todos los bloques necesarios
para que extraer un bloque del borde requiera extraer un cono completo sobre €l.

Para hacer las pruebas computacionales usamos el algoritmo de seleccién de solu-
ciones presentado para cada modelo en y Mis formalmente, seguiremos el
siguiente procedimiento general.

0. Dado un modelo, en su variante con o sin recourse, y un nivel de riesgo ¢ € [0, 1]
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—con € # 0 salvo si el modelo es MCH-, definimos tamafos de muestra N y N’,
N’ > N. Tomamos también M, el nimero de repeticiones para las pruebas, y
(1 —5) € (0,1), el nivel de confianza para el analisis estadistico.

. Tomamos, de entre las primeras 20000 — N’ muestras del total de 20000, M colec-

ciones, sin repeticiones, de muestras de tamafo N: p'™, ... . pN™ m =1,..., M.
Para cada coleccion m = 1,..., M resolvemos un problema SAA de tamano N
usando la coleccién m-ésima: plvm, cely pN . Obtenemos, en particular, M valores
objetivos 9! v, ..., My M candidatos a solucién, 7', ..., 7M.

Calculamos la cota inferior estadistica, con confianza (1 — ), para el valor objetivo

del problema verdadero, 1. Esto se hace usando 192’ [N @é”N en el procedimiento
ad-hoc del modelo.

. Tomando las dltimas N’ muestras de las 20000 calculamos la cota superior estadisti-

ca, con confianza (1 — /3), para 9* usando el procedimiento de cada modelo.

. Calculamos, para cada candidato ', . . ., 7, la cota superior estadistica, con confi-

anza (1—f3), del gap de optimalidad. Diremos que la solucién ™ que minimice esta
cota es la solucion estadisticamente éptima para este modelo y estos parametros.

Usando este procedimiento para encontrar la, estadisticamente, mejor solucion de cada
modelo y combinacioén de pardmetros, nos concentramos principalmente en estudiar los
siguientes aspectos.

4.2.

Cémo converge el modelo con el tamaiio /N de la muestra.
Cual es el perfil de beneficios que entrega cada modelo.

Comportamiento del modelo al variar el nivel de riesgo €, y comparacion con mini-
mizar pérdida esperada y minimizar peor pérdida.

Para cada modelo, comparacion de resultados entre las versiones con y sin recourse.

Parametros

Recordamos que usaremos una mina que simula un yacimiento de cobre consistente
de vetas mineralizadas. Las dimensiones de cada bloque son 10 x 10 x 10 metros, y el
yacimiento es una grilla de 17 x 26 x 15 bloques, i.e. 6.630 bloques. Para no complicar
el problema consideramos que para extraer cada bloque también se deben extraer los 5
bloques en la cruz inmediatamente encima de €l. Definido esto, se procedié a agregar
bloques de ley nula en los bordes del yacimiento, segtin se argument6 antes. E1 modelo
resultante consta de 19.720 bloques y de 86.450 restricciones de precedencia.
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Cada bloque consume una unidad de capacidad de extraccioén y de procesamiento, y la
capacidad total de extraccién y procesamiento es de 9.860. Es decir, no se pueden extraer
ni procesar mas de la mitad del total de los bloques de la mina. El costo por extraer cada
bloque es de 1 UM, el costo por procesarlo 5 UM, y el beneficio por bloque por unidad
de mineral es 25 UM.

Ley prom.
11.5

Figura 4.1: Diagrama de bloques con leyes promedio superior a 0.4

En cuanto a las leyes de la mina, como ya se dijo, se cuenta con 20.000 escenarios para
el vector de leyes p. En la Figura. 1] se muestra un diagrama de la posicion topolégica de
los bloques para los cuales la ley promedio es mayor o igual a 0.4. Como la leyenda de
la figura muestra, los bloques estidn coloreados segun su ley promedio. Por otro lado, en
la Figura mostramos histogramas de las leyes promedio, para el yacimiento original
de 6.630 bloques y para el yacimiento completado de 19.720 bloques. Cada columna de
cada grafico representa cuintos bloques tienen ley promedio en ese rango. La columna
con asterisco de mas a la derecha de cada histograma representa la cantidad de bloques
que tienen ley promedio en, o mayor, al rango especificado.

Para todos los modelos, con nivel de riesgo € y tamafio de muestra N dados, tomamos
siempre los siguientes parametros para el algoritmo de seleccion de soluciones estadisti-
camente optimas:

= nivel de confianza (1 — ) = 95 %,
= )M = 30 repeticiones de cada prueba, y

= N’ = 10000 muestras para computar la cota superior.
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Histograma para yacimiento original Histograma para yacimiento completado
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Figura 4.2: Histograma de leyes promedio

Con estos parametros podremos calcular las cotas superiores e inferiores estadisticas del
valor objetivo del problema verdadero, y cota superior estadistica del gap de optimalidad.

Adicionalmente, estimaremos la pérdida esperada y CVaR —para varios niveles de
riesgo— de cada plan estadisticamente 6ptimo, usando las mismas N’ = 10000 muestras
del calculo de la cota superior. Para el caso de pérdida esperada, la Ley de los Grandes
Numeros nos asegura que ésta serd una buena estimacion de la verdadera pérdida es-
perada del plan. En el caso del CVaR, el argumento en [SDR09, §6.5.1] nos asegura la
convergencia del estimador, y entonces también serd una buena estimacion.

En la siguiente seccion mostramos los resultados mas relevantes de los experimentos
computacionales hechos en esta mina, con la metodologia presentada.

4.3. Resultados

4.3.1. Distribucion empirica de beneficios
Modelo minimizacion de VaR

En general, los experimentos numéricos para el modelo de minimizacion de VaR se
caracterizaron por ser sumamente ineficientes en su resolucion numérica. En circunstan-
cias en que todos los otros modelos sin recourse y el mismo tamafio N de muestra re-
querian un tiempo razonable de resolucidn, digamos no més que un par de horas, el mod-
elo de VaR demoraba varios dias. Peor atin, la mayoria de las pruebas con este modelo no
pudieron ser terminadas, pues el consumo excesivo de memoria que realizaba hacia que el
nodo de computo donde se ejecutaba detuviera el trabajo. Esta ineficiencia computacional
probablemente se deba en gran parte a la formulacion con “gran-M” que usamos.
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Figura 4.3: Distribucién empirica de beneficios, modelo minimizacién de VaR, para
planes estadisticamente 6ptimos obtenidos resolviendo M = 30 iteraciones del proble-
ma SAA con N = 100 muestras.

El mayor tamafio de muestra en la que pudieron terminar las M = 30 repeticiones
de la prueba fue N = 100 muestras, y solamente para algunos nieles de riesgo ¢. En la
Figura[4.3] se muestran, en dos tipos de grifico, la distribucién empirica que tuvieron las
soluciones estadisticamente 6ptimas para el modelo VaR paraec = 1%y e = 3%.

Los graficos #.3(a)| y {.3(b)| muestran la funcién de distribucién acumulada de los
beneficios empiricos al evaluar el plan estadisticamente 6ptimo en las muestras de p de
planificacion y de evaluacion. La muestra de planificacion es la coleccion m-ésima de
N muestras de p en la que se obtuvo la planificacion estadisticamente Optima para una
prueba en particular. En cambio, la muestra de evaluacion es la coleccion de N’ = 10000
muestras de p donde se trata de evaluar el desemperio real de la solucion estadisticamente
Optima de cada prueba. Asi, dada una solucién estadisticamente Optima z* para alguna
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prueba, obtenida, digamos, en la iteracion m-ésima del problema, la distribucion empirica
en la muestra de evaluacion es la distribucion de la coleccion de beneficios

I(z*, pb™), ..., H(z*, pN™)
y la distribucion empirica en la muestra de evaluacion es la distribucion de
(z*, pY), ..., I(z*, p™').

Cabe resaltar que la muestra de evaluacion no contiene a la muestra de planificacion.
También, la muestra de evaluacion siempre es la misma para todas las pruebas, no asi la
muestra de planificacion, pues cada una de las m = 1, ..., 30 colecciones de muestras de
tamafo /V estd tomada al azar, como ya mencionamos.

En los graficos y se muestran histogramas de la distribuciéon empirica de
los beneficios, en la muestra de planificacion el primero y en la de evaluacion el segundo.

En los histogramas las barras sobre las curvas muestran el promedio y desviacion estandar
de la distribucién empirica. Se incluyen ademads en todos los graficos los resultados de las
pruebas de minimizar la pérdida esperada —notada Esperanza en la leyenda— y minimizar
peor pérdida —notada Peor caso en la leyenda— para hacer una comparacién de los re-
sultados del modelo con estos dos enfoques extremos en cuanto al tratamiento de riesgo.
Estas ultimas dos pruebas se resolvieron usando N = 200 muestras y usando también el
algoritmo de seleccion de soluciones estadisticamente Optimas.

En los graficos 4.3(a)|y se refleja cudl es el comportamiento que estd tratando
de imponer el modelo de VaR: maximizar el percentil € de los beneficios —o equivalente-

mente, minimizar el percentil (1 — ¢€) de las pérdidas. Sin embargo este comportamiento
no se logra traducir a la muestra de evaluacién. Es mads, pese a que los niveles de riesgo
son bajos, las distribuciones resultantes en la muestra de evaluacion son peores que las
pruebas Esperanza y Peor caso: en la parte de menores beneficios las pruebas VaR dan
mayor peso, y tienen un beneficio esperado muy cercano al del enfoque Peor caso, el mds
conservador.

Hacemos notar también la coherencia que muestran las pruebas de minimizar pérdidas
y minimizar peor pérdida: mientras la solucion a la primera prueba efectivamente da el
beneficio esperado més alto, dando en desmedro peso a los peores beneficios, la solucién
de la segunda prueba da el menor peso a los peores beneficios en detrimento de dar menos
peso a los beneficios mads altos y entonces logrando un menor beneficio esperado.

Modelo minimizacion de VaR con recourse

Para el modelo VaR con recourse, en la Figura[4.4|mostramos la distribucién empirica
de los beneficios para la prueba con € = 1% y tamafio de muestra de planificacion N =
200. Ademads se muestran los resultados de las pruebas de minimizar pérdida esperada
—leyenda Esperanza rec—y minimizar peor pérdida —leyenda Peor caso rec—, ambas en su
variante con recourse.
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Figura 4.4: Distribucién empirica de beneficios, modelo minimizacién de VaR con re-
course, para planes estadisticamente 6ptimos obtenidos resolviendo M = 30 iteraciones
del problema SAA con N = 200 muestras.

En primer lugar, se observa que todas las variantes con recourse entregan beneficios
considerablemente mayores a la variante sin recourse. Ademds, ninguna prueba entre-
ga beneficios negativos, o pérdidas. Se verificard en todos los modelos que los planes
obtenidos con la variante con recourse entregan beneficios mucho mayores y no entregan
beneficios negativos.

Vemos también que el comportamiento que se trata de imponer en la muestra de plan-
ificacion no es tan claro como en el caso sin recourse. Efectivamente, se ve que el modelo
en la muestra de planificacion trata de maximizar el percentil € de los beneficios, sin em-
bargo no se observa que esto sea impuesto de manera clara. Al pasar a la muestra de
evaluacion, el modelo VaR entrega una solucién con riesgo intermedio entre minimizar
esperanza y minimizar peor caso. Esto contrasta con la variante sin recourse, donde vimos
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que la solucion obtenida daba, a modo grueso, un riesgo peor a la de estos dos modelos.

Por otro lado, en el &mbito computacional, la ejecucion de la variante con recourse del
modelo VaR fue mads eficiente, permitiendo ejecutar la prueba para un tamafio de muestra
N mayor. Esto puede ser debido a que los pardmetros gran-M usados era los mismos
para las pruebas con y sin recourse, y en el caso con recourse estos pardmetros eran mas
ajustados a los valores que la variable ¢ tomaba en optimalidad. No obstante, esta prueba
pudo ser ejecutada solamente para e muy bajo, 1 %, y para e mayor la prueba siempre fue
botada por el nodo de computo por falta de memoria.

Modelos CVaR, MCH y MCH-e¢ sin recourse
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Figura 4.5: Distribucion empirica de beneficios, modelo minimizacién de CVaR, para
planes estadisticamente 6ptimos obtenidos resolviendo M = 30 iteraciones del problema
SAA con N = 200 muestras.
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Figura 4.6: Distribucién empirica de beneficios, modelo MCH, para planes estadisti-
camente optimos obtenidos resolviendo M = 30 iteraciones del problema SAA con
N = 200 muestras.

Mostramos en las Figuras {4.3] y 4.7 1as distribuciones empiricas del beneficio
para las pruebas de minimizacién de CVaR MCH y MCH-e¢, respectivamente. Hacemos
notar que en todos estos graficos se tiene el mismo rango para el eje de beneficios. En
todas estas pruebas siempre se tomé un un tamafio de muestra de N = 200, tamafio
que permiti6 una eficiente ejecucion de las pruebas. Asi, por ejemplo, el peor tiempo de
ejecucion fue el de la prueba de peor pérdida —i.e. MCH con € = 0- que requirié en
promedio 7,5 horas en completarse, y el segundo peor tiempo fue menor a 3 horas. El
siguiente tamafio de muestra tomado fue N = 400, pero tuvo mala ejecucion y rara vez
se pudieron completar las pruebas, pues los trabajos necesitaba mucha memoria y eran
botados por el nodo donde se estaban computando. También, con N = 200 muestras se
pudo ejecutar, para los tres modelos, las pruebas para varios niveles de riesgo €: 1, 2, 3, 5,
10, 30, 50 y 70 %. No obstante, en los graficos no mostramos los resultados para niveles
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Figura 4.7: Distribucién empirica de beneficios, modelo MCH-¢, para planes estadisti-
camente 6ptimos obtenidos resolviendo M = 30 iteraciones del problema SAA con
N = 200 muestras.

de riesgo bajos pues siempre los resultados no eran significativamente distintos a los de la
prueba de minimizar peor pérdida. Cabe destacar que las pruebas para estos tres modelos
siempre fueron realizadas con las mismas M = 30 colecciones de muestras de tamafio
N = 200, i.e. se usaron solamente estas 30 colecciones de 200 muestras de p para correr
las pruebas para los tres modelos, para todos los niveles de riesgo.

En general, para los tres modelos se observa que al disminuir ¢ se hace variar grad-
ualmente el riesgo de las distribuciones empiricas, cambiando progresivamente desde el
resultado de minimizar esperanza al de minimizar peor caso. En efecto, al ir disminuyen-
do el nivel de riesgo disminuye en la muestra de planificacion la probabilidad de tener
beneficios bajos, disminuye la desviacién estdndar, y todo esto a costo de obtener un
menor beneficio promedio. Este comportamiento es usual en los métodos de optimizacién
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robusta y optimizacion aversa al riesgo, y puede interpretarse como que el aumento de
certidumbre en el resultado final generalmente se “paga” teniendo un menor beneficio
esperado.

Estas tres componentes del comportamiento impuesto por los modelos se mantienen,
de manera gruesa, al pasar a la muestra de evaluacion. No obstante, en esta tltima mues-
tra es bastante poco claro el efecto de tener menos probabilidad de tener bajos beneficios.
Esto puede ser debido a que el CVaR, componente fundamental de los modelos de min-
imizacién de CVaR, MCH y MCH-¢, hace énfasis en los peores beneficios, lo cual exige
que la muestra sea particularmente representativa de las leyes que dan los peores benefi-
cios. E intuitivamente, para tener una muestra que represente fielmente los casos extremos,
se necesita que ésta tenga gran tamafo. Podemos conjeturar entonces que un tamaifio de
muestra de N = 200 aun no es suficientemente grande para resolver estos modelos. Esta
idea es reforzada por el hecho de que, en los tres modelos, el comportamiento en gener-
al en la muestra de planificacion no concuerda totalmente con el comportamiento en la
muestra de evaluacién.

Abhora, siendo mas detallista, se aprecia en los graficos de distribucién acumulada que
los modelos CVaR y MCH-¢ se diferencian, para un mismo nivel de riesgo, solamente
en los beneficios medios y altos; en los beneficios bajos los dos modelos dan el mismo
resultado, tanto en la muestra de planificacion —comparar Figuras y como
en la de evaluacién —compara Figuras 4.7(b)| y 4.5(b)l En los rangos medios y altos, el
modelo MCH-¢ da mas peso a tener mayores beneficios, comparado con el modelo MCH.
En palabras simples, los resultados del modelo MCH-€ en el rango de beneficios bajos
son casi idénticos a los del modelo CVaR, y para el rango de beneficios medios y altos
el modelo MCH-¢ tiene a parecerse mds a la soluciéon de minimizar pérdida esperada,
especialmente para niveles € mas altos. De nuevo, esto tanto en la muestra de planificacion
como en la de evaluacion. Esto se puede explicar porque, para un mismo ¢, el modelo
CVaR es minimizar CVaR, de las pérdidas, y el modelo MCH-¢ es minimizar ¢ E + (1 —
€) CVaR, de las pérdidas.

Por otro lado, el comportamiento impuesto por el modelo MCH en la muestra de plan-
ificacion se aleja bastante del impuesto por los modelos CVaR y MCH-e¢, y se caracteriza
por ser sumamente conservador en el rango de las peores pérdidas. En este rango el mode-
lo es muy similar al de minimizar peor caso (ver e.g. Figura[d.6(a)). Sin embargo, al pasar
a la muestra de evaluacion este comportamiento se pierde, y el desempefio es casi idéntico

al que impone el modelo CVaR con el mismo € (ver e.g. las Figuras[4.6(b)| y 4.5(b)).

Modelos CVaR, MCH y MCH-¢ con recourse

En las Figuras y se muestran las distribuciones empiricas que dan los
modelos de minimizacion de CVaR, MCH y MCH-e¢, los tres en su variante con recourse.
Destacamos que en todos estos gréficos el eje de beneficios tiene el mismo rango, para
facilitar la comparacion. También se muestra el desempefio de las soluciones a minimizar
pérdida esperada y minimizar peor pérdida, ambas también en su variante con recourse.
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Figura 4.8: Distribucion empirica de beneficios, modelo minimizacién de CVaR con re-
course, para planes estadisticamente 6ptimos obtenidos resolviendo M = 30 iteraciones
del problema SAA con N = 200 muestras.

Los resultados aqui expuestos corresponden a una planificacién con una muestra de
tamafio N = 200. El siguiente tamafio probado, N = 400, no se ejecutd satisfactoria-
mente, al igual que en el caso de estos modelos sin recourse y por los mismos motivos.
Los tiempos de ejecucion en las pruebas con N = 200 muestras fueron siempre menores
a una hora. La diferencia de tiempo con las pruebas sin recourse se debe a que éstas ulti-
mas se corrieron en el cluster Mansci, de la Universidad Adolfo Ibafez, en cambio las
pruebas con recourse fueron computadas en el cluster Vulcan, en el DII, Universidad de
Chile. También, igual al caso sin recourse, en estas pruebas tomamos siempre las mismas
M = 30 colecciones de tamano N = 200 para hacer todas las pruebas, para los tres
modelos y para varios valores de e.

En primera instancia observamos que usar la variante con recourse da beneficios no-
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Figura 4.9: Distribuciéon empirica de beneficios, modelo MCH con recourse, para planes
estadisticamente 6ptimos obtenidos resolviendo M = 30 iteraciones del problema SAA
con N = 200 muestras.

tablemente mejores que la variante sin recourse. En la Tabla {.1] se comparan las vari-
antes con y sin recourse de todos los enfoques con nivel de riesgo ¢ = 10 %, salvo VaR,
mostrando estimaciones de pérdida esperada y CVaR 5 %. Estas dos estimaciones se hacen
evaluando cada plan estadisticamente 6ptimo en la muestra de evaluacion. Como se argu-
mento al inicio de este capitulo, el gran tamaio de esta muestra, N/ = 10000, nos permite
asumir que estas son buenas estimaciones. Vemos que el beneficio esperado practicamente
se triplica, y el riesgo —cuantificado en el CVaR 5 %— disminuye casi en 900 %.

Se observa en los tres modelos que, en general, variar el nivel de riesgo € no produce
una diferencia drastica en la distribucion de los beneficios. En el caso de la muestra de
planificacidn, al pasar de la variante sin recourse a con recourse se ha difuminado el efecto
de que a menor nivel de riesgo hay mas aversion el riesgo. Por ejemplo, en la Figura
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Figura 4.10: Distribucién empirica de beneficios, modelo MCH-¢ con recourse, para
planes estadisticamente 6ptimos obtenidos resolviendo M = 30 iteraciones del proble-
ma SAA con N = 200 muestras.

Pérdida esperada CVaR 5 %
Sin rec. | Conrec. | Sinrec. | Con rec.
Minimizar esperanza | -7971 | -20028 -1054 -9340

CVaR, e =10% -6717 | -18930 | -1193 -9606
MCH, e = 10% -6576 | -18199 | -1243 -9362
MCH-¢, e = 10% -6990 | -19333 | -1225 -9592

Minimizar peor caso -5696 | -17968 -942 -9239

Cuadro 4.1: Comparacion de variantes con y sin recourse

4.10(a)| se ve que tomar ¢ = 70 % es incluso mds riesgoso que el modelo de minimizar
esperanza; en la Figura[d.8(a)]las curvas de dos niveles de riesgo distintos se crucen varias
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veces; y en la diferenciacion entre distintos € es muy leve.

En cambio, al pasar a la muestra de evaluacién vemos que la diferenciacion por € es
leve pero coherente con el nivel de riesgo. Por ejemplo, en las curvas para distintos
e son distinguibles, y a mayor € la curva se acerca uniformemente a la de minimizar
esperanza; y en {.10(b) hay niveles de riesgo distintos con curvas iguales, pero cuando
las curvas son distintas éstas no se cruzan, a lo més se superponen en los sectores de
beneficios bajos y altos.

Por otro lado, se observa en la muestra de evaluacion que, para los tres modelos, dis-
minuir el nivel de riesgo no produce que se de menos peso o probabilidad a los beneficios
bajos. En ese sentido, pareciera ser que minimizar pérdida esperada da resultados mds
robustos que los obtenidos usando los modelos aversos al riesgo, pues en la muestra de
evaluacion no s6lo pareciera dar menos peso a los beneficios bajos, sino que ademés daria
mas peso a los beneficios altos. Esto es paraddjico, pues los tres modelos en cuestion se
basan en reducir el CVaR, y esto, en cierta manera, considera reducir la probabilidad de
los peores beneficios. Una posible explicacion para esto es que el tamafio de muestra para
la planificacién, N = 200, no es suficientemente grande, y el argumento es el mismo que
se dio para el caso sin recourse.

En sintesis, no obstante el enorme aumento en los beneficios que resulta de usar la
variante con recourse, los modelos CVaR, MCH y MCH-¢ no producen resultados signi-
ficativamente distintos, y mas auin, no es posible concluir que alguno de estos modelos d
resultados menos riesgosos que los que da minimizar pérdida esperada.

4.3.2. Convergencia

Nos dedicamos ahora a mostrar y estudiar los resultados del analisis estadistico y de
convergencia para los cuatro modelos, en sus variantes con y sin recourse. La idea funda-
mental es examinar cémo cambian, para una prueba y un nivel de riesgo dado, estimadores
de interés al tomar un tamafio /N de muestra mayor, y también estudiar como convergen
estos modelos.

Para estudiar la convergencia de cada modelo nos concentramos en la cota superior
estadistica del gap de optimalidad. Recordemos que, en notacién del Capitulo |3y usando
como ejemplo el modelo de CVaR, dado un plan x candidato, su gap de optimalidad es la
distancia entre ¥*, el verdadero minimo CVaR, y el CVaR del plan x. Nos concentramos
también en estudiar como varia la pérdida esperada de cada plan solucion, y estudiar
también la variacion del CVaR 5 %, entendiendo que éste ultimo es un cuantificador ra-
zonable del riesgo de cada plan. Aproximaremos estos dos valores por sus estimadores en
la muestra de evaluacién, ya que, como hemos mencionado previamente, su gran tamafio
—N’" = 10000- nos permite asumir que éstas seran buenas aproximaciones.

En las siguientes siete tablas mostramos los resultados, para las variantes con y sin
recourse, de todos los modelos salvo para VaR sin recourse, pues no pudimos resolver este
modelo para N = 100 y menos ain N = 200. Comparamos distintos niveles de riesgo €
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y ademads incluimos los resultados para los enfoques de minimizar pérdida esperada (min
E) y también minimizar peor pérdida (min PC). Para este ultimo enfoque no mostramos
una cota superior del gap, pues la metodologia SAA no permite estimar este valor.

Ademas, llamamos “Coef. R-P”, de coeficiente riesgo-pérdida, al coeficiente por-
centual entre el CVaR 5 % y la pérdida esperada, para el plan estadisticamente 6ptimo. Da-
do que obtenemos siempre que el CVaR 5 % y la pérdida esperada son negativos, entonces
este coeficiente serd siempre positivo y representara la certeza del plan estadisticamente
optimo. Esto pues este coeficiente representa en cierta manera un riesgo normalizado, y
como adicionalmente siempre los dos términos involucrados serdn negativos, represen-
tando beneficios, entonces éste es un indice que cudnta certeza hay en el resultado final
de un plan.

Cota gap

ggfrz}?dzz) minPC | e=1% | e=10% | e =30% | minE
Coef. R-P [ %]

— 7398 5413 4492 2725
N = 50 -650 -669 -844 -702 -393
-5342 -5385 -5707 -6316 -7142
12.2 12.4 14.8 11.1 5.5
— 5867 4080 2801 1483
N = 100 -989 -910 -941 -1156 -789
-6063 -5921 -6517 -6649 -7668
16.3 154 14.4 17.4 10.3
— 4631 2830 1835 837
N — 200 -942 -1125 -1193 -1268 -1054
-5696 -6146 -6717 -7262 -7971
16.5 18.3 17.8 17.5 13.2

Cuadro 4.2: Resumen de estadisticos para modelo minimizacion de CVaR
En lineas generales se observan las siguientes tendencias.

= Gap: Disminuye al aumentar /N y también al aumentar €. Esto para todos los mode-
los salvo VaR con recourse, y salvo en MCH y MCH con recourse puse no hay una
estimacion del gap.

= CVaR 5 %: No se observa una tendencia mondtona en ¢. Existe una tendencia clara
a disminuir al aumentar N en modelos CVaR, con y sin recourse, MCH y MCH-¢
sin recourse, y minimizar esperanza con y sin recourse. Y la tendencia es més bien
difusa en los modelos MCH y MCH-¢ con recourse.

= Pérdida esperada: aumenta al aumentar €. Aumenta con N en todos los modelos
salvo peor caso con y sin recourse, y VaR con recourse. Sin embargo en los modelos
MCH y MCH-€ con recourse esta tendencia es menos clara que en los otros.
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CVaR 5%

Pérdida E minPC | e=1% | e=10% | e=30% | minE
Coef. R-P [ %]

-650 -673 -710 -1012 -393
N =50 -5342 -5400 -5521 -6673 -7142
12.2 12.5 12.9 15.2 5.5
-989 -947 -1057 -1342 -789
N =100 -6063 -5986 -6205 -6528 -7668
16.3 15.8 17.0 20.6 10.3
-942 -1214 -1243 -1324 -1054
N =200 -5696 -6199 -6576 -6592 -7971
16.5 19.6 18.9 20.1 13.2

Cuadro 4.3: Resumen de estadisticos para modelo MCH

Cota gap

CVaR 5 %

Pérdida E
Coef. R-P [ %]

mnPC | e=1% | e=10% | e=30% | minE

— 7350 4958 3558 2725

N =50 -650 -647 -939 -864 -393
-5342 -5340 -5909 -6761 -7142

12.2 12.1 15.9 12.8 5.5

— 5816 3664 2131 1483

N — 100 -989 -947 -1053 -1290 -789
-6063 -5986 -6480 -7134 -7668

16.3 15.8 16.3 18.1 10.3

— 4583 2524 1325 837

N — 200 -942 -1153 -1225 -1383 -1054
-5696 -6228 -6990 -7586 -7971

16.5 18.5 17.5 18.2 13.2

Cuadro 4.4: Resumen de estadisticos para modelo MCH-e

= Coeficiente entre CVaR 5 % y pérdida esperada: En todo los modelos, salvo MCH-e
con recourse, este coeficiente tiende a crecer al aumentar el tamafio N de muestra.

En la seccién §4.3.1ya mencionamos los graves problemas que presentaba la tratabilidad
computacional de este enfoque. Agregamos a esto los resultados aqui presentados que
sugieren que el modelo no guarda relacion, en ningtn plano, con los enfoques de mini-
mizacién de pérdida esperada y minimizacién de peor pérdida. Mds aun, los resultados
muestran que, dado ¢, el aumento de N en la practica no disminuye el gap de optimali-
dad y tampoco se traduce en disminucién de indicadores de interés, por ejemplo pérdida
esperada o CVaR 5 %. Esta evidencia, en suma, contribuye a desechar el modelo de mini-
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Cota gap

CVaR 5 % . B ,

Perdida B minPC | e=1% min E
Coef. R-P [ %]

— 3387 480
-9218 -9259 -9283
N =50 -18826 -18973 -19968
49.0 48.8 46.5
— 3477 538
-9178 -9183 -9334
N =100 -17923 -18529 -20007
51.2 49.6 46.7
— 2350 355
-9239 -9447 -9340
N =200 -17968 -18659 -20028
514 50.6 46.6

Cuadro 4.5: Resumen de estadisticos para modelo minimizacion de VaR con recourse

Cota gap

ggﬁdﬁ? minPC | e=1% | e=10% | ¢=30% | minE
Coef. R-P [ %]

— 4618 2098 1352 480
N — 50 -9218 -9034 -0238 -9480 -9283
-18826 -17956 -18901 -19495 -19968
49.0 50.3 48.9 48.6 46.5
— 3678 1657 1059 538
N = 100 9178 9172 -9461 -9557 -9334
-17923 -17916 -19192 -19614 -20007
51.2 51.2 49.3 48.7 46.7
— 2070 890 642 355
N — 200 -9239 -9372 -9606 -9539 -9340
-17968 -18224 -18930 -19685 -20028
514 514 50.7 48.5 46.6

Cuadro 4.6: Resumen de estadisticos para modelo minimizacién de CVaR con recourse

mizacion de VaR.

Para los modelos CVaR, MCH y MCH-e¢ el comportamiento es predecible y razonable:
aumentar el tamafio de muestra aumenta la certeza del plan, el beneficio esperado y dis-
minuye el CVaR 5 %. También, al tomar menores € estamos concentrindonos en una por-
ciéon mas extrema de la distribucién de beneficios, por lo que se hace necesario tener un
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CVaR 5%

Pérdida E minPC | e=1% | e=10% | e=30% min E
Coef. R-P [ %]

-9218 -9218 -9304 -9409 -9283
N =50 -18826 -18826 -19004 -19061 -19968
49.0 49.0 49.0 49.4 46.5
-9178 9172 -9351 -9533 -9334
N =100 -17923 -17916 -18221 -19065 -20007
51.2 51.2 51.3 50.0 46.7
-9239 -9239 -9362 -9604 -9340
N =200 -17968 -17968 -18199 -18728 -20028
514 514 514 51.3 46.6

Cuadro 4.7: Resumen de e

stadisticos para modelo MCH con recourse

Cota gap

ICDZrE:ili{dz(é) minPC | e=1% | e=10% | e=30% | mmE
Coef. R-P [ %]

— 4560 1784 1035 480
N — 50 -9218 -9046 -9481 -9527 -9283
-18826 -17968 -18539 -19578 -19968
49.0 50.3 51.1 48.77 46.5
— 3641 1505 819 538
N — 100 -9178 9172 -9468 -9334 -9334
-17923 -17916 -19252 -19955 -20007
51.2 51.2 49.2 46.8 46.7
— 2047 790 510 355
N = 200 -9239 -9372 -9592 -9427 -9340
-17968 -18224 -19333 -19899 -20028
514 51.4 49.6 47.4 46.6

Cuadro 4.8: Resumen de estadisticos para modelo MCH-¢ con recourse

mayor tamafio de muestra N.

Consideramos importante que en los modelos sin recourse las cotas obtenidas son
muy gruesas y por tanto poco utiles. Por ejemplo, para el modelo CVaR con nivel de riesgo
e = 10 %, el andlisis estadistico para N = 200 nos da el intervalo [—4740,5, —1864,2], con
confianza 95 %, para el minimo CVaR 10 %. Por otro lado, el CVaR 10 % en la muestra
de evaluacion es estimado por —1925,1 y la pérdida esperada por —6717,5.

Finalmente, es destacable los multiples beneficios que trae usar la variante con re-
course de los modelos CVaR, MCH o MCH-¢. Ademas del claro aumento en los benefi-
cios, también evidenciamos una reduccién notoria en la cota del gap de optimalidad. Por
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ejemplo, para el modelo MCH-¢ con ¢ = 10 % y usando N = 200 para la aproximacién
SAA, la cota del gap se reduce de 2524 a 790 al pasar de la variante sin recourse a con
recourse. También, el coeficiente entre el CVaR 5 % y la pérdida esperada, que dijimos
seria un indice de la certeza del plan estadisticamente Gptimo, en las variantes con re-
course siempre es de alrededor del 50 %, en circunstancias en que para los modelos sin
recourse esta siempre entre 15y 20 %.

Como hemos obtenido de estos resultados, es un problema importante a considerar
la convergencia de la aproximacion SAA en cada modelo. A continuacién exploramos
algunos factores propios de nuestro problema que podrian afectar esta convergencia. Par-
ticularmente, veremos cudnto afecta que el problema use mayormente variables binarias,
y también estudiaremos la convergencia cuando conocemos la verdadera distribucion de
probabilidad del vector p.

4.3.3. Estudio de algunos factores que afectan convergencia
Relajacion de variables enteras

Una caracteristica del problema de planificacién minera es que usa una gran cantidad
de variables binarias. Recordamos que, para cada bloque b € 3, usamos la variable binaria
xy € {0, 1} para representar si un bloque es extraido o no, y #} € {0, 1} para representar
si un bloque es procesado o no. Queremos examinar si el uso de esta gran cantidad de
variables binarias afecta la convergencia de las aproximaciones SAA.

Nos concentramos en los modelos CVaR y MCH-e sin recourse, pues son los mode-
los, fuera del modelo VaR, donde es atingente hablar de convergencia. Para realizar este
estudio repetimos las pruebas, para varios niveles de riesgo, siguiendo el procedimiento
general de repeticiones y andlisis estadistico de soluciones. Usamos los mismos paramet-
ros de las secciones anteriores, e.g. M = 30, N = 10000, (1 — ) = 95 %, etcétera; y la
unica diferencia es que ahora usaremos la relajacion continua para las variables binarias,
i.e. pediremos simplemente zf, z; € [0, 1] para todo bloque b € 5. Remarcamos que con
esto son continuas todas las variables en las formulaciones de los problemas.

En la Tabla mostramos los resultados para el modelo minimizaciéon de CVaR sin
recourse, para € = 1% y e = 10%. Aqui “Cota gap” es la cota superior estadistica, y
“Coef. BE” es el coeficiente entre la cota del gap y el beneficio esperado. Vemos que no
hay una diferencia significativa entre los dos resultados. Esta situacion se repite para el
modelo MCH-¢ y en varios niveles de riesgo e. Esto sugiere descartar que la integrali-
dad en variables de decision en nuestro problema esté afectando la convergencia de la
aproximacion SAA.
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Cota gap e=1% e=10%
Coef. C-BE LP IP LP IP
N = 50 7312 7398 5470 5413

1.27 1.37 0.89 0.95
5806 5867 3911 4080

N =100 0.91 0.99 0.58 0.63
4715 | 4631 | 2874 | 2830
N =200 0.72 0.75 0.44 0.42
3827 — 1875 —
N =400 0.62 — 0.28 —

Cuadro 4.9: Comparacion entre versiones IP y LP para modelo CVaR sin recourse

Distribucion de probabilidad para vector p

Al presentar el anélisis tedrico asociado a la convergencia de cada modelo siempre
establecimos que, si el vector p seguia una distribucion estocdstica que cumplia ciertas
propiedades, entonces efectivamente la aproximacion SAA convergeria al problema ver-
dadero. Nos dedicamos ahora a estudiar el efecto de la distribucion estocdstica para p. O
mas especificamente, nos concentraremos en descartar que los pobres resultados de con-
vergencia obtenidos en los experimentos anteriores —especialmente para las variantes sin
recourse— se deban a que las muestras con las que estamos trabajando no estén describi-
endo alguna distribucion.

Para hacer esta comparacion realizaremos de nuevo los pruebas, haciendo anélisis
estadistico y ocupando exactamente los mismos pardmetros que en las veces anteriores,
salvo que ahora tomaremos otra muestra de vectores de leyes p. Recordemos que hasta
ahora estdbamos tomando todas las muestras desde una gran coleccion de 20000 vectores
p, obtenida con el algoritmo de [ELO6]. Lo que hacemos ahora es tomar todas las muestras
a partir de otra coleccion, también de tamafo 20000, obtenida de la siguiente manera.

1. Paracadabloque b € B, consideramos las 20000 muestras de leyes de €1, pj, . . ., p20000,
y obtenemos su ley promedio y desviacion estandar:

20000 20000

. — 1 E_ = \2
Py = 200002p”’ o= 20000;(’”’ )

2. Obtenemos 20000 muestras para p, muestreando independientemente una distribu-
cién log-normal con media p, y varianza o7.

3. Realizando este procedimiento para cada bloque b € B obtenemos 20000 nuevas
muestras del vector p.
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Elegimos una distribucién log-normal pues es generalmente asumido en la industria
que las leyes de los bloques siguen esta distribucién. También, para obtener muestras de

este tipo basta tomar, para cada bloque b, N1, ..., N2 muestras iid de una normal
con media 0 y varianza 1, y ePotoeN'  ePotoeN* gerd una muestra iid como la que
necesitamos.
Cota gap CVaR MCH-¢ MCH-e€ rec.
Coef. C-BE | Orig. L-N Orig. L-N Orig. L-N
N — 50 5413 3121 4958 2841 1784 911
0.95 0.43 0.84 0.38 0.10 0.06
N = 100 4080 2160 3664 1923 1505 462
0.63 0.28 0.57 0.25 0.08 0.03
N — 200 2830 1628 2524 1473 790 300
0.42 0.21 0.36 0.19 0.04 0.02

Cuadro 4.10: Comparacién entre mina original y leyes log-normales, usando ¢ = 10 %

Usando esta nueva coleccidon de muestras para p realizamos de nuevo las pruebas para
los modelos CVaR y MCH-¢, con y sin recourse. En la Tabla .10 mostramos los resulta-
dos para CVaR, MCH-¢ y MCH-¢ con recourse, siempre con ¢ = 10 %. “Cota gap” es la
cota superior estadistica para el gap, “Coef. C-BE”, de coeficiente cota-beneficio espera-
do, es larazon entre la cota superior del gap y el beneficio esperado, “Orig.” significa que
son los resultados para las leyes originales, y “L-N" significa que son los resultados para
las leyes log-normales.

Observamos que efectivamente la cota del gap estadistico disminuye. Se obtienen en
general beneficios esperados (o menos pérdidas esperadas) menores con los datos log-
normales, por lo que al dividir el gap por el beneficio esperado intentamos aislar el efecto
que causa este cambio en las leyes. En este nuevo coeficiente, que representa una cota
normalizada por los beneficios, al pasar de los datos originales a los datos log-normales
este valor disminuye siempre a alrededor de la mitad, confirmando una disminucién en el
gap de convergencia.

Por otro lado, las cotas superiores para el gap sigue altas en los datos log-normales,
representando una parte importante del beneficio esperado. Por ejemplo, en los modelos
sin recourse el coeficiente cota-beneficio esperado generalmente es mayor a 20 %. En el
caso de los modelos con recourse este coeficiente es mucho menor, sin embargo ya en los
datos originales estos valores siempre eran menores que 10 %.

Este andlisis nos sugiere que efectivamente ayuda a la convergencia de la aproxi-
macién SAA que los datos provengan de una distribucién razonable, con varias propiedades
tedricas. Sin embargo esto no permite disminuir al minimo el gap de optimalidad de la
aproximacion, e.g. en CVaR 10 % sin recourse la cota normalizada siempre era mayor a
20 %. Esto evidencia que en la convergencia entran en juego otros tipos de factores.
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Capitulo 5

Conclusiones y Trabajo Futuro

S.1.

Conclusiones

Las conclusiones principales de este trabajo son las siguientes.

Si bien el modelo de minimizacidn de VaR es intuitivo y usa una herramienta, VaR,
de enorme popularidad en dreas como finanzas y evaluacioén de proyectos, los re-
sultados aqui mostrados sugieren descartar su uso en el problema de planificacién
minera bajo incertidumbre. En el ambito tedrico, este modelo es deficiente pues op-
timiza una medida de riesgo no convexa, y por tanto no coherente. Y en la préctica,
nuestros experimentos computacionales evidencian un inadecuado, o incluso nulo,
manejo de riesgo. Remarcamos que, si bien fue una desventaja que la formulacién
usada requirié muchos mds recursos computacionales, e.g. tiempo y memoria, que
los otros modelos, igualmente existen otras formulaciones mas eficientes y de dis-
tintos niveles de complejidad. De todas maneras, el mal desempefio mostrado por
el modelo en el manejo de riesgo sugiere que es innecesario estudiar la aplicacion
de las técnicas de mayor eficiencia al modelo.

Los modelos de minimizacion de CVaR, MCH y MCH-¢ muestran ser modelos
atractivos para tratar el problema de planificacién minera bajo riesgo aqui estudi-
ado. Si bien estos modelos son abordados usando una muestra iid del pardmetro
incierto, tedricamente estas aproximaciones convergen, en el caso de los modelos
de CVaR y MCH-¢, al problema verdadero bajo supuestos razonables. Ademas,
estas aproximaciones poseen la ventaja de poder ser vistas indistintamente como
problemas de optimizacidn robusta o como problemas de optimizacion aversa al
riesgo usando medidas de riesgo de distorsion. Por otro lado, en el ambito practico
estos modelos también son atractivos pues, en primer lugar, no afladen complejidad
al problema de planificacién original, ya que son linealizables y usan pocas vari-
ables adicionales. Y en segundo lugar, los experimentos computacionales muestran
un tratamiento del riesgo deseable, pues las planificaciones obtenidas efectivamente
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son aversas al riesgo y este comportamiento es controlable con el pardmetro de nivel
de riesgo €.

= Las estimaciones estadisticas para la convergencia de los modelos de CVaR y MCH-
€ en evidencian una lenta convergencia de las aproximaciones SAA. Los ex-
perimentos realizados en muestran que esto no se debe a que el problema de
planificacién minera use una gran cantidad de variables binarias. También permiten
descartar que usando una distribucion de probabilidad sencilla para el pardmetro
incierto p aumente considerablemente la velocidad de convergencia. Por otro la-
do, la discusién en indica que la dimensién del pardmetro p, i.e. el nlimero
de bloques sujetos a incertidumbre, es un pardmetro sumamente relevante en cuin
representativa de la distribucion original puede ser una muestra de p. Esto sugiere
que la cantidad de bloques con ley incierta, que en principio es un nimero grande,
explica la lenta velocidad de convergencia de las aproximaciones SAA.

= Por ultimo, la incorporacion del paradigma multi-etapa en las variantes con recourse
muestran una enorme oportunidad para el tratamiento de la incertidumbre en el
problema de planificacién. Esto, pues este paradigma permite, simultineamente,
mejorar de manera considerable los beneficios, disminuir la incerteza del resultado

final de las planificaciones, y a la vez mejorar la convergencia de las aproximaciones
SAA.

5.2. 'Trabajo futuro

Este trabajo genera las siguientes lineas y posibilidades de trabajo futuro.

= Investigar una implementacion eficiente del modelo de minimizacién de CVaR en
el problema de planificacién minera, subentendiéndose que el éxito en esta tarea
también implicaria poder implementar eficientemente los modelos MCH y MCH-
€. Se pueden aplicar métodos especificos para minimizacion eficiente de CVaR, o
también implementar los métodos mas novedosos para resolver los problemas de
planificacién minera a cielo abierto (ver [CEGT09] y [BZI0]). Avances en este
ambito permitirian robustecer otros modelos de planificaciéon en mineria a cielo
abierto, por ejemplo el de planificacion en varios periodos. Para mas ejemplos de
problemas en esta drea recomendamos ver [CHO3!, §3.2].

= Estudiar la convergencia de una combinacién lineal convexa entre peor pérdida y
pérdida esperada. Vimos que, dada una muestra, el modelo MCH es precisamente
esto pero en el espacio finito equiprobable que define la muestra. Conjeturamos
que la aproximacion SAA de la minimizacion de la peor pérdida efectivamente
converge, sin embargo no es claro como se acopla esto a la optimizacién de la
combinacién entre peor caso y pérdida esperada.
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= Vimos que el modelo MCH vy las aproximaciones SAA de los modelos CVaR y
MCH-¢, todos en su variante sin recourse, se podian ver como minimizacién de una
medida de riesgo de distorsion definida en el espacio equiprobable (y, P, Py)
que definia la muestra de p. Una pregunta interesante a resolver es si esta medida de
riesgo sobre el espacio equiprobable es también una medida de riesgo, y de qué tipo,
al tomarla en el espacio “verdadero” (Z, F,P) de p.

= Investigar la convergencia de las aproximaciones SAA de los modelos CVaR, MCH
y MCH-¢ cuando la muestra no es iid. Esto daria pie a posibilidades como redefinir
y manipular una muestra, obteniendo una nueva muestra de tamaiio tratable para
el modelo robusto de eleccidon. Asi por ejemplo, podriamos tomar una muestra iid
de gran tamafio que sepamos represente fielmente la distribucion estocastica, luego
hacer una agrupacion de los datos en base a alguin criterio, y tomar un representante
por grupo con probabilidad proporcional.

= Un problema que qued6 pendiente en nuestro trabajo fue dar una formulacion trat-
able para la contraparte con recourse directa del modelo MCH. O, andloga-
mente, demostrar que no existe una formulacién que puede ser resuelta en tiempo
polinomial para el problema (2.42)).

= Por ultimo, y quizds la linea de mayor impacto futuro en el drea minera, estudiar la
factibilidad de implementar en la préctica el esquema de decision multi-etapa que
usan los modelos con recourse aqui presentados. Como muestra nuestro trabajo,
este paradigma permite aumentar notablemente los beneficios y reducir el riesgo de
la operacion.
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